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内 容 简介 


空间 与 映射 的 分 类 设想 是 点 集 拓扑 学 的 主要 研究 方向 之 一 . 本 书 利用 映射 方法 系统 论述 广 
义 度量 空间 的 基本 理论 , 总 结 了 20 世纪 60 年 代 以 来 空间 与 映射 理论 的 重要 研究 成 果 , 特别 包 
含 了 国内 学 者 的 研究 工作 , 内 容 包 括 广义 度量 空间 的 产生 、 度 量 空 间 的 映 象 和 广义 度量 空间 类 
等 3 章 和 2 个 附录 . 第 2 版 在 第 1 版 的 基础 上 , 对 部 分 内 容 作 了 修饰 , 补充 了 广义 度量 空间 理论 
的 若干 新 进展 , 适当 调整 了 附录 和 参考 文献 , 列举 了 一 些 尚未 解决 的 问题 供 有 兴趣 的 读者 研究 . 
本 书 可 以 作为 广义 度量 空间 理论 的 学 习 或 研究 参考 书 , 可 供 大 学 数学 系 高 年 级 学 生 、 研究 
生 及 研究 工作 者 使 用 . 


序 


关于 广义 度量 空间 理论 的 综合 介绍 ,国外 出 版 的 Burke,Lutzer[ 中 ,Gruenhagel4o 
以 及 最 近 出 版 的 “Topics in General Topology” 999! 中 分 别 由 Nagatalalg,Tamanol7H 
撰写 的 二 章 都 是 比较 优秀 的 , 值得 一 读 . 本 书 的 特点 是 用 映射 为 工具 阐述 广义 度量 
空间 . 早 在 1961 4E Alexandroff?] 在 第 一 次 布拉格 会 议 上 提出 用 映射 方法 研究 空 
间 的 设想 . 1966 年 Arhangel'skii?? 的 综合 论文 “映射 与 空间 ”继承 、 发展 了 这 一 
设想 . 我 们 对 此 感到 莫大 的 兴趣 . 曾 由 吴 利 生 、 陈 必 胜 两 位 同志 把 这 综合 论文 译 为 
中 文 ( 原 系 俄 文 ), 登载 在 《数学 译 林 》(1981~1982), 希 望 引起 国内 同行 们 的 兴 

关于 用 映射 研究 空间 的 内 容 大 致 有 三 点 : CO 哪些 特定 的 广义 度量 空间 可 以 
表示 为 度量 空间 在 某 些 映射 下 的 象 或 逆 象 . 例如 Morita P?! 为 研究 积 空间 的 正 
规 性 而 引入 的 M 空间 可 以 表示 为 度量 空间 在 拟 完备 映射 下 的 逆 象 , 从 而 为 研究 
M 空间 开辟 了 新 途径 且 使 它 与 度量 空间 发 生 联 系 . D 度量 空间 在 某 些 映射 下 
的 象 有 哪些 内 在 特征 . 例如 度量 空间 在 闭 映射 下 的 象 (通常 称 为 Lasnev 空间 ) 
被 Foged"? 刻画 为 具有 o 遗传 闭 包 保 持 Kk PP TS. Fréchet 空间 ， 从 而 可 与 
Burke-Engelking-Lutzer 度量 化 定理 [所 作 比 较 , 且 可 与 借助 大 网 定义 的 某 些 广义 
度量 空间 (如 XN 空间 ) 取得 联系 . 9 某 些 特定 的 广义 度量 空间 在 怎样 的 映射 下 保持 
ANAS, 以 度量 空间 为 例 , 由 Hanai-Morita-Stone 定理 904.363] 知 , 可 度量 化 在 完备 
映射 下 保持 不 变 . 更 进一步 , Michael2s5 得 到 了 可 度量 化 在 可 数 双 商 闭 映射 下 保 
持 不 变 , 显示 了 可 数 双 商 映 射 的 魅力 . 从 上 述 三 方面 的 简单 的 例子 看 来 , 在 广义 度 
量 空间 的 研究 中 渗入 映射 方法 是 多 么 丰富 多 采 , 引人入胜 . 

该 书 作者 尝试 采用 Alexandroff-Arhangel’skii 的 设想 与 方法 , VAR ATA 
述 国 际 上 30 年 来 广义 度量 空间 方面 的 有 关内 容 , 特别 是 阐述 了 近年 来 国内 学 者 在 
这 方面 的 成 果 而 写成 本 专著 . 书 中 对 上 述 设 想 与 方法 更 有 所 发 扬 , 是 一 本 饶 有 兴 
的 科研 读物 . 本 书 可 用 作 大 学 数学 系 高 年 级 学 生 及 研究 生 的 选修 课 教材 或 教学 参 
考 书 , 是 一 般 拓扑 学 专业 研究 生 的 必 读 专著 , 也 可 供 数学 工作 者 或 其 他 科学 工作 者 
参考 . 


高 国士 
1992 年 9 月 1 日 于 苏州 大 学 


第 二 版 前 言 

本 书 最 突出 的 特点 是 用 映射 方法 系统 论述 广义 度量 空间 理论 , 引导 读者 系统 
和 快速 地 进入 学 科 的 前 沿 , 开展 科学 研究 工作 . 第 一 版 中 “作者 希望 通过 本 书 , 使 
读者 对 映射 的 空间 分 类 原则 有 所 了 解 , 创造 出 更 多 优异 的 成 果 , 扩大 我 国 一 般 拓扑 
学 界 在 国际 上 的 影响 ”已 取得 成 效 . 第 一 版 于 1995 年 出 版 后 , 在 广义 度量 空间 类 
和 了 映射 类 方面 均 引 起 不 少 同行 的 关注 , 如 具有 点 可 数 履 盖 的 空间 ,大 半 层 空间 , X 
空间 , N 空间 , 9 可 度量 空间 和 局 部 可 分 度量 空间 的 映射 , ss 映射 , ESTE nn DUE, 紧 
映射 ,x 映射 等 , 都 产生 了 丰富 的 结果 . 

近年 来 , 国内 外 有 不 少 优秀 的 论述 广义 度量 空间 理论 的 著作 或 综述 报告 问世 ， 
如 Arhangelskii?7), i Ei] [22], Gruenhagel!?l, Hodell99, Nagata? 等 , 尤其 
是 Hart, Nagata 和 Vaughan!’ [fj “Encyclopedia of General Topology”, 对 一 般 
拓扑 学 的 各 方向 进行 了 较 详 细 的 描述 . 然而 , 本 书 仍 凸 显 其 关于 空间 与 映射 理论 系 
统 介绍 的 学 术 价值 . 过 去 的 10 多 年 间 , 空间 与 映射 理论 有 了 很 大 的 发 展 , 本 书 中 列 
举 的 若干 问题 得 到 了 解决 ( 见 § 3.10) , 在 使 用 中 也 发 现 了 原 书 的 一 些 错误 . 为 更 
好 体现 反映 学 科研 究 趋向 、 注 重 国内 学 者 贡献 的 精神 , 特 出 版 经 修订 后 的 第 二 版 . 

第 二 版 大 致 保持 原 有 的 篇 幅 , 尽量 不 与 作者 的 《点 可 数 覆 盖 与 序列 覆盖 映 
Sp) 2591 内 容 交叉 , 所 以 删除 或 简化 了 第 一 版 中 “和 定理 ”"、“ 有 限 到 一 开 映射 "、“ 积 
空间 的 大 空间 性 质 ” 及 点 可 数 履 盖 等 方面 的 论述 , 附录 B 仅 前 明 广 义 度量 空间 理 
论 的 形成 . 本 书 的 修订 和 出 版 得 到 国家 自然 科学 基金 资助 项 目 “ 履 盖 方 法 及 其 在 
粗糙 集 理 论 中 的 应 用 ”( 项 目 编号 10571151) 和 漳州 师范 学 院 学 术 专著 出 版 基金 的 
支持 . 过 去 的 10 年 间 , 不 少 同事 在 阅读 第 一 版 时 提出 了 一 系列 建议 , 其 中 的 大 部 
分 被 吸收 在 修订 版 中 . 在 此 对 他 们 及 所 有 关心 第 二 版 出 版 的 同志 们 , 尤其 是 南京 大 
学 师 维 学 教授 和 漳州 师范 学 院 的 拓扑 学 研究 生 们 在 文稿 的 编辑 和 排版 上 给 予 的 帮 
助 , 表示 衷心 的 感谢 . 


He P 
2006 年 6 月 


@@ 通 信 地 址 : 352100 福建 省 宁德 市 花城 南路 宁德 师范 高 等 专科 学 校 数 学 研究 所 . 
E-mail: linshou@public.ndptt.fj.cn. 


第 一 版 前 言 


1944 年 Dieudonnél?9 引进 仿 紧 性 的 概念 是 一 般 拓 扑 学 进入 全 盛 期 的 显著 标 
志 . 1950 ~ 1951 年 间 建 立 的 卓越 的 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 53 311, 354] 
为 全 面 探索 度量 性 质 带 来 了 根本 性 的 变化 , 同时 对 广义 度量 性 质 的 研究 展示 了 光 
明 的 前 景 , 对 仿 紧 性 及 可 度量 性 的 深入 工作 揭 开 了 广义 度量 空间 理论 的 研究 序幕 . 

1961 Æ Alexandroff?] 在 布拉格 “一 般 拓扑 学 以 及 它 与 现代 分 析 和 代数 的 关 
系 ”的 国际 学 术 会 议 上 提出 了 用 映射 研究 空间 的 设想 , 即将 各 式 各 样 的 拓扑 空间 
类 通过 映射 类 作为 纽带 将 它们 联结 于 一 体 , 通过 映射 与 空间 的 关系 反映 拓扑 空 
间 论 的 研究 框架 与 整体 结构 , 使 映射 成 为 揭示 空间 类 之 间 的 内 部 规律 的 强 有 力 
工具 . 1966 年 Arhangel'skii?4] 发 表 了 历史 性 的 文献 “映射 与 空间 ”, 对 如 何 实 施 
Alexandroff 设想 给 出 了 一 系列 建设 性 的 具体 步骤 , 开创 了 用 映射 研究 空间 的 新 纪 
元 , 成 为 一 般 拓 扑 学 蓬勃 发 展 的 里 程 碑 . 从 此 , Alexandrof 设想 变 为 一 般 拓扑 学 中 
一 种 必 不 可 少 的 研究 手段 , 推动 着 一 般 拓 扑 学 , 尤其 是 广义 度量 空间 理论 的 迅猛 发 
展 . 总 之 , Alexandroff 的 关于 映射 的 空间 分 类 原则 的 设想 构成 了 一 般 拓 扑 学 的 重 
要 组 成 部 分 (9. 

依照 Alexandroff-Arhangel’skii 思想 , 用 映射 研究 空间 的 主要 内 容 是 借助 映射 
类 建立 度量 空间 类 与 具有 特定 拓扑 性 质 的 空间 类 之 间 的 广泛 联系 , 研究 度量 空间 
类 在 各 类 映射 下 象 的 内 在 特征 以 及 特定 的 空间 类 被 怎样 的 映射 保持 . 这 一 框架 决 
定 了 本 书 预 期 达到 的 目标 : 全 面 描述 度量 空间 类 在 各 类 映射 下 的 特征 , 建立 某 些 重 
要 的 广义 度量 空间 类 的 映射 定理 . 本 书 由 3 章 及 2 个 附录 和 400 余 篇 文献 组 成 . 
第 1 章 简 要 介绍 广义 度量 空间 类 的 一 些 基本 概念 , 其 中 包含 这 些 空间 类 的 基本 运 
算 性 质 和 简单 特征 , 目的 是 为 后 两 章 阐述 空间 与 映射 的 关系 提供 必要 的 准备 . 第 二 
章 借助 具有 特定 性 质 的 集 族 , 同时 通过 基 以 及 推广 形成 的 一 些 概 念 , 展示 度量 空间 
类 关于 商 映射 , 伪 开 映射 , 可 数 双 商 映 射 , 闭 映射 以 及 在 附加 纤维 可 分 性 或 紧 性 等 
条 件 时 这 些 映射 的 象 或 逆 象 的 内 在 刻画 . 第 三 章 利用 几 类 优美 的 特征 建立 由 具有 
特定 性 质 的 基 , 99i, k 网 , 网 和 (modk) 网 等 所 确定 的 广义 度量 空间 类 , 如 M 空 
间 类 , 9 可 度量 空间 类 , N 空间 类 , o 空间 类 和 允 空间 类 的 映射 定理 . 本 书 最 后 有 2 
个 附录 , 一 是 便于 读者 了 解 正 文中 使 用 的 一 些 履 盖 性 质 的 内 容 , 二 是 使 读者 加 深 对 
广义 度量 空间 理论 的 全 面 认 识 , 特别 是 明确 Alexandroff 设想 在 一 般 拓扑 学 中 所 处 


ub 第 一 版 前 言 


的 位 置 . 

本 书 的 内 容 大 都 见于 近 30 年 来 关于 空间 和 映射 研究 的 数 百 篇 论文 中 . 作者 
力求 通过 广义 度量 空间 类 的 映射 定理 指出 , 映射 的 空间 分 类 原则 确实 是 一 般 拓 扑 
学 的 带 有 决定 性 意义 的 研究 模式 , 并 由 此 壬 视 空间 与 映射 的 全 面 联系 . 同时 注重 取 
材 的 新 颖 与 特色 , 尽 可 能 勾画 出 我 国学 者 近年 来 取得 的 突出 成 就 . 与 通常 的 研究 相 
比 , 确定 的 可 数 双 商 映射 和 序列 商 映 射 的 表达 , 利用 cs* 网 讨论 度量 空间 的 各 类 商 
s 映 象 , 对 遗传 闭 包 保 持 集 族 的 系统 阐述 , 归纳 和 整理 逆 紧 映射 逆 象 的 G; 对 角 线 
定理 , 闭 映 射 的 分 解 定理 以 及 积 空间 k 性 质 的 研究 等 都 是 本 书 的 特色 . 

映射 与 空间 是 一 个 庞大 而 前 景 广阔 的 课题 . 作者 希望 通过 本 书 , 使 读者 对 映射 
的 空间 分 类 原则 有 所 了 解 , 创造 出 更 多 优异 的 成 果 , 扩大 我 国 一 般 拓 扑 学 界 在 国际 
上 的 影响 . 衷心 感谢 多 年 来 一 直 给 予 作者 关心 、 帮 助 的 苏州 大 学 、 四 川 大 学 、 广西 
大 学 、 西 北大 学 和 山东 大 学 等 校 的 诸 前 辈 和 同事 们 , 如 果 说 我 在 该 领域 有 一 点 成 
绩 的 话 , 那 完 全 是 由 于 他 们 的 扶持 与 爱护 的 结果 . 作者 尤其 深 深 感 谢 事 业 上 的 引路 
人 、 导 师 高 国士 教授 2. 这 不 仅仅 是 由 于 高 教授 在 空间 与 映射 方面 完成 的 出 色 工作 
和 在 国内 积极 推崇 Alexandroff-Arhangelskii 思想 (291. 从 而 使 作者 坚定 地 从 事 本 
课题 的 工作 , 而 且 更 重要 的 是 因为 高 教授 自 1984 F ARIKO ILES] EVE BOSE. DG 
私 帮 助 和 持续 鼓励 , 为 作者 黄 定 了 学 习 、 研 究 的 基础 , 指出 了 继续 探索 的 方向 以 及 
不 断 工作 的 勇气 和 信心 . 虽然 本 书 由 作者 执笔 完成 , 但 稍为 感到 宽慰 的 是 在 一 定 程 
度 上 反映 了 高 教授 的 研究 风格 与 学 术 思 想 . 

本 书 原稿 是 作者 1991 4E 9 月 ~ 1992 年 7 月 在 四 川 大 学 数学 所 作为 访问 学 者 
时 撰写 的 , 感谢 蒋 继 光 老 师 和 刘 应 明 老 师 给 予 的 帮助 与 关心 . 另外 , 如 果 没 有 国家 
自然 科学 基金 优秀 研究 成 果 专 著 出 版 基金 的 资助 , 本 书 是 很 难 与 读者 见面 的 . 


作 者 
1993 年 4 月 


ORR Iq. 中 国 现代 数学 家 传 (第 三 卷 ). 南京 : 江苏 教育 出 版 社 , 1998, 287 ~ 297. 
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第 一 章 ”广义 度量 空间 的 产生 


度量 空间 理论 在 一 般 拓扑 学 的 研究 中 占据 核心 位 置 , 作为 其 一 般 化 产生 了 
广义 度量 空间 理论 . Burke 和 LutzerU?! 认为 , 广义 度量 空间 的 起 源 主要 来 自 三 
个 方面 , 一 是 度量 化 问题 , 二 是 乘积 空间 的 仿 紧 性 问题 , 三 是 映射 与 空间 的 相互 
分 类 问题 . 什么 是 广义 度量 空间 ? 或许 ， e e 性 质 都 可 
以 称 为 广义 度量 性 质 . 然而 , 这 种 说 明 过 于 空 泛 . 粗略 地 说 , 广义 度量 空间 是 这 
样 的 一 些 空间 类 , 有 益 于 刻画 可 度量 性 ， a a. 
量 空间 的 某 些 理论 或 技巧 能 拓 广 到 这 些 空间 类 140.1681 Hodell66] 指出 : 有 许多 
的 理由 说 明 为 什么 广义 度量 空间 是 值得 研究 的 , 或 许 最 重要 的 理由 是 这 些 空间 
类 增加 了 人 们 对 度量 空间 的 理解 ; 此 外 , 拓扑 学 家 正 不 断 地 寻找 比 度量 空间 更 
广泛 的 空间 类 , 使 关于 度量 空间 的 一 些 特别 重要 的 结果 , 如 Katétov-Morita 维 数 
定理 , Dugundji 扩张 定理 , Borsuk 同 伦 扩张 定理 等 , 在 这 些 空 间 类 上 成 立 . 正 因 
为 如 此 , 从 20 世纪 60 年 代 起 广义 度量 空间 理论 一 直 是 一 般 拓 扑 学 中 活跃 的 研 
究 方向 , 所 涉及 的 与 公理 集合 论 、 数 理 逻 辑 、 组 合 数 学 、 泛 函 分 析 、 拓 扑 代 数 、 
动力 系统 、 计 算 机 科学 等 分 文 相 互 交 融 而 形成 的 大 量 问题 已 列 入 问题 集 “Open 


» [291] 


, “Open Problems in Topology II" ??9| #1 “Problems 
from Topology Proceedings” ?8, 1960 — 2005 年 间 取得 的 广义 度量 空间 理论 的 成 
就 已 总 结 在 一 些 重要 的 论著 中 ， a Arhangel’skii?4); Burke, Lutzer[5; mE 4:122; 
Gruenhagel!40 141, 142], Hodell1®l, Kodama, Nagamil2 pk FH (235, 239]. ; Morita, 
Nagatala05]; Nagatal™) 许多 学 者 不 断 提出 大 量 有 挑战 性 的 问题 汇 同一 些 长 期 未 
解决 的 经 典 问 题 , 成 为 广义 度量 空间 理论 进一步 向 前 发 展 的 源泉 . 恰 如 Hodell159 
在 总 结 了 广义 度量 空间 理论 的 阶段 性 结果 后 说 : “或 许 更 重要 的 是 , 广义 度量 空间 
的 研究 还 不 是 完整 的 . 更 确切 地 说 , 随 着 每 年 许多 新 的 重要 成 果 的 出 现 , 它 还 在 不 
断 地 成 长 壮大 .” 

本 章 从 距离 函数 、 基 及 其 推广 、 广 义 可 数 紧 性 三 个 角度 导出 本 书 所 论述 的 大 
部 分 广义 度量 空间 类 , 同时 描述 这 些 空间 类 的 一 些 简单 刻画 、 基 本 的 运算 性 质 (如 
拓扑 和 性 质 , 遗传 性 质 , 可 积 性 质 ) 以 及 与 其 他 一 些 空间 类 的 粗略 关系 . 
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1.1 记号 及 术语 


约定 : 空间 均 指 满足 To 分 离 公理 的 拓扑 空间 . 
本 节 定 义 本 书 常用 的 一 些 记号 和 术语 , 而 后 列举 几 个 经 典 结果 . 
1.1.1 KÄTE 
WR 表示 实 直线 , w, N,Q, P, IMR DIRRR 的 自然 数 集 , 正 整数 集 , 有 
理 数 集 , 无 理 数 集 , 单位 闭 区 间 和 非 负 实数 集 . w 也 表示 最 小 的 无 限 序数 dd 
Si = (0) U (1/n : n € N}. Noc 分 别 表 示 N,R 的 基数 ; Ni 表示 第 一 个 不 可 数 基数 . 
1.1.2 ”拓扑 空间 子 集 的 运算 
对 空间 X, r(X) 表示 XX 的 拓扑 , c^ (X) 表示 X 中 闭 集 的 全 体 . 在 不 引起 混淆 
IN, 分 别 记 r(X) M T*0X) 为 r+ 和 7°. 对 X 的 子 集 4 RX 的 子 空 间 (Y, r) 的 子 
集 Z, 
4 或 cl(4) RR A EX PRAE; 
A? BK int(A) 表示 4 在 X 中 的 内 部 ; 
OA 表示 A dE X 中 的 边界 ; 
A? 表示 4 在 X 中 的 聚 点 的 集合 ; 
cly(Z) Bi cl (Z) 表示 2 在 Y 中 的 闭 包 ; 
inty (Z) X inte (Z) 表示 2 在 Y 中 的 内 部 . 
1.1.3 ”拓扑 空间 的 集 族 
对 空间 X, 记 
K(X) ={K CX: KEX HERS}, 
S(X)={SCX:S BX BS sr, 
其 中 非 空 有 限 集 视 为 一 确定 的 平凡 收敛 序列 . X 中 的 序列 0.) 称 为 非 平 凡 的 , E 
各 v, 是 互 不 相同 的 . 
X X 的 集 族 FY, 记 
PL ={[FC P: FARY; 
PE = {UF : F € PYY, 
UZ —U(P:P e P}, P WH; 
NP =N{P: P € P}, P m; 
P- = P = {P:P E 2}, P2 HAA; 
DP = {P? : P E€ P}, P HAR; 
QZ-Qq(P:Pe P}, 9 的 拓扑 和 . 
对 4CXzreEX, 记 
(Z)4—-(Pe 2:PnAz Ø}, (Phe =(P) ta}; 


11 记号 及 术语 -3- 


st(A, P) =U(P)a, st(x, P) = U(P)q; 
st" *1(A, P) = st(st"(A, P), PF), n € N; 
Pa ={PNA:P E P}. 
若 .多 uix WRK W 4^4Z-—(PnF:Pe4,Fe.) 同 理 可 定义 
Naer Pa. 
1.1.4 ”空间 上 的 映射 
w X,Y 是 空间 , ff: X oY. 
对 A C X, f d£ A 处 的 限制 fia : A — f(A) 定义 为 对 ze 4,fia(z) = f(x). 
X B CY, f Æ BARRE fs = figi. 
E P Æ X WEIR, 则 f(A) ={f(P):PCA,PA RF f WB. 
HF 是 Y WER, 则 f-1( 多 ) = {f F): Fe Fl F 关于 了 的 道 象 或 原 
象 . 
对 空间 X,Y,Z MW, Ef: X>Y, g: X >Z h:W >Z, 对 角 
线 映射 Ag: X cY x Z MRA fxh: XXWoYxZ 分 别 定 
MA (fA g)(x) = (f(z),g(z)) I (f x h)(z,w) 二 (f(z),h(w))， 可 类 似 定义 
Aacr fa : X > | Y, 和 llaes Jas Iler X. [loer Yos 
idx 表示 空间 $4 X 的 恒 同 映射 . 
MA [oer Xa X 8 ET, Uma: [yep Xo — Xo RAH [aer Xa 在 第 6 
个 坐标 空间 X 上 的 投影 映射 . 
1.1.5 ”空间 的 运算 
Wo 是 一 拓扑 性 质 . 
(1) © 称 为 可 加 的 , E (Xalaea E RRA EM D 的 空间 族 , 则 拓扑 和 
Docs Xa RATEN ©. 
(2) © 称 为 遗传 的 ( 开 遗 传 的 , 闭 遗 传 的 ), 若 空间 X 具有 性 质 e, 则 X 的 每 一 
子 空间 ( 开 子 空间 , 闭 子 空间 ) 也 具有 性 质 o. 
(3) © 称 为 可 积 的 (有 限 可 积 的 , 可 数 可 积 的 ), 若 {X。}aea EKRA PER © 
的 空间 族 ( 且 A 是 有 限 集 , A 是 可 数 集 ), WREN IJac Xo 也 共有 性 质 ©. 
(4) © 称 为 被 映射 类 .名 保持 QÉTRTE), 若 满 映射 :XX 一 Y, 其 中 fe 多 且 
空间 X (THY) 具有 性 质 o, 则 空间 Y (空间 X) 也 具有 性 质 o. 
为 了 叙述 方便 起 见 , 术语 “更 空间 ”、“® 性 质 ” 或 “B 空间 性 质 ” 将 表示 同一 
含意 交换 使 用 . 
1.1.6 ” 几 个 经 典 结果 
本 段 列举 以 后 各 节 要 使 用 的 一 般 拓 扑 学 中 的 几 个 经 典 引 理 或 定理 以 备查 101. 
(1) Zermelo KÆRA. 任何 集合 可 按 某 个 线性 序 成 为 良 序 集 . 
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(2) 连续 统 假设 . c=, ( 简 记 为 CH). 

(3) Urysohn 度量 化 定理 , 具有 可 数 基 的 正则 空间 可 嵌入 Hilbert 方 体 DY, 因 
而 是 可 度量 空间 . 

(4) Urysohn 引 理 . X 是 正规 空间 当 且 仅 当 对 XX 中 不 相交 的 闭 集 A,B, 存在 
VERE RAL f: X — I, 4E f(A) c {0} E f(B) c (1). 

(5) Tietze 扩张 定理 . 一 个 空间 是 正规 空间 当 且 仅 当 定义 于 它 的 闭 子 空间 上 的 
实 值 连续 函数 可 连续 地 扩张 到 整个 空间 上 . 

(6) Tychonof 积 定理 . 紧 空 间 族 的 积 空 间 是 紧 空 间 . 

(7) Tychonoff 紧 扩 张 定理 . 一 个 空间 是 完全 正则 空间 当 且 仅 当 它 存在 紧 扩张 

(8) Baire 范畴 定理 . R 是 第 二 范畴 集 , BR 中 可 数 个 开 笛 集 之 交集 是 了 及 的 笛 
TR, MIM R 不 是 可 数 个 具有 空 内 部 的 闭 集 之 并 . 

(9) 对 角 线 引 理 . 设 连续 函数 族 {Ja]aca 分 离 空间 X 的 点 与 闭 集 , LEM 
X > Ys. 则 对 角 线 函数 AueA : X > Tc, Yo ÆRA, BH Aaea : X > AacA(X) 
是 同 胚 映射 . 


1.2 距离 函数 


度量 空间 最 易 为 数学 工作 者 接受 的 原因 之 一 是 其 上 存在 度量 . 对 距离 公理 进 
行 一 般 化 是 产生 广义 度量 空间 最 直接 的 途径 . 本 节 从 距离 函数 出 发 引出 度量 空间 ， 
对 称 度量 空间 , 半 度 量 空间 以 及 相关 的 可 展 空间 , 拟 可 展 空间 的 概念 , 证 明 Stone 
定理 . 
定义 1.2.1 d 称 为 集合 X 的 距离 (WEA), Hd: X x X >R? 且 对 任意 的 
X,Yy,z E X, 下 述 条 件 成 立 : 
(1) d(z, y) =0 SARS z = y (d(x, £) = 0); 
(2) d(x, y) = d(y. x); 
(3) d(x,y) < d(x,z) + d(z, y). 
WA BCX,cex, E 
d(A, B) = inf(d(z,y): x € Ay € Bh 
d(x, B) = d(B, x) = d({z}, B). 


对 正 数 =, $ 

B(x,e)= {y € X:d(z,y) < €}. 
X 称 为 度量 空间 ( 伪 度 量 空 间 ), 若 X 是 以 {B(z,s) :zeXs>0} 为 基 生 成 的 拓 
扑 空间 . 这 拓扑 也 称 为 由 d 生成 的 拓扑 . dp X 的 拓扑 可 由 其 距离 d ÆR, X 称 为 
可 度量 空间 , d 称 为 X 的 度量 . 


1.2 上 距离 函数 95. 


V {(Xa,do)}acn 是 度量 空间 族 . W X = Quo Xa, EX d: Xx X Rt 
如 下 : 


1, 其 他 . 


则 (X, d) 是 度量 空间 , d 称 为 标准 的 拓扑 和 度量 . 

度量 空间 是 数学 研究 的 一 般 对 象 , 具有 良好 的 性 质 , 如 可 度量 性 是 可 加 性 , 遗 
传 性 和 可 数 可 积 性 . 度量 空间 理论 中 最 深刻 、 最 重要 、 最 优美 的 结果 是 Stone 定 
H. 

定义 1.2.2509 空间 X 的 集 族 P 称 为 离散 的 , X x EX, TEx EX 
邻 域 V, 使 V 与 中 至 多 一 个 元 相交 . 

可 数 个 离散 集 族 之 并 称 为 o 离散 集 族 . 一 般 地 , KO 是 一 集 族 性 质 , 可 数 个 具 
有 性 质 © 的 集 族 之 并 称 为 o- 集 族 . 

定理 1.2.3397 (Stone 定理 ) 度量 空间 是 仿 紧 空间 . 

证 明 设 {Us。}aen 是 度量 空间 (X,d) NAB. 对 a € A,n € N, E 

(3.1) Uan = {x E€ X : B(x, 1/2”) C Ua}. 
WW Ua = Unen Uan, FH 2 € Uan SAMS d(x, X — Ua) > 1/2^. 于 是 

(3.2) Æ x € Uan, y € Vans, W d(x,y) > 1/27. 

由 Zermelo 良 序 定理 , 把 指标 集 人 良 序 化 . HD 

(3.3) Užn = Uan — Unca DaeEA. 
WX a #8 EA, a< BRB «o, H (3.3) 可 得 

(3.4) Ug, C X — Uan+ı HEU, C X — Ugnaa. 
dir € UZ,,y € UZ, 由 (3.3) (34), Wa < BIN, x € Uon,y € Von; 当 
B « a Ff, y € Usa, x € Usn4i. 所 以 由 (3.2) BA d(x,y) > 1/271, Bf 

Got jee 

X x EX, 在 A 中 存在 最 小 的 a f v € Us, 于 是 存在 ne N, 使 re Uan, 由 
(3.3), x € Už, 这 表明 

[9T eU imos 

SX oceA,nceN, € 

(3.7) Ut, = {x € X :d(z,Uz,) < 1/279). 
则 

(3.8) UL C Ut, C Ua. 

由 (3.5), (3.7) 及 三 角 不 等 式 , DIEM a z Be A, d(UZ,,Ug,) 21/2". 于 是 
X} x € X, B(x, 1/2"**) 至 多 与 (Ut. Toe 中 的 一 个 元 相交 , 所 以 (UT, Jaca EX 


_ J min{d.(z,y),1}, 存在 ae A, 使 x,y € Xo, 
d(x,y) m 
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的 离散 开 集 族 . 至 此 , {UZ }acanen 是 (Ua]aea No 离散 开 加 细 . 故 X 是 仿 紧 空 
间 . 

定义 1.2.4" HRE X, 函数 d : X x X Rt SOS X 的 对 称 距离 , 若 对 
xry € X, 下 述 条 件 成 立 : 

(1) d(x,y) 20 当 且 仅 当 xz = y; 

(2) d(x, y) = d(y, x). 
空间 X 称 为 对 称 度量 空间 , 如 果 存 在 X 的 对 称 距离 d, 满足 Ue r(X) 4AM 
对 xeU, 存 在 e > 0, 使 B(x,e) CU. 这 时 4 称 为 X 的 对 称 度量 . 

F d 是 X 的 对 称 距离 , 那么 (X, d) 是 对 称 度量 空间 当 且 仅 当 4 满足 : AC X 
是 X 的 闭 集 的 充 要 条 件 是 对 x € X — A, d(x, A) > 0. 易 验 证 , 对 称 度量 性 是 可 加 
性 , 开 遗 传 性 和 闭 遗 传 性 . 

定义 1.2.5098]. Bed 是 X 的 对 称 距离 . d 称 为 X 的 半 度 量 , 若 (X,d) 是 对 
称 度量 空间 , 并 且 对 zeX 和 <s>0,zeB(z,s)". 这 时 (X,d) 称 为 半 度 量 空间 . 

E d Æ X 的 对 称 距 离 , 那么 (X,d) 是 半 度 量 空 间 当 且 仅 当 满足 : 对 
AC X,z € A 的 充 要 条 件 是 d(x, A) = 0. 易 验 证 , 半 度 量 性 是 可 加 性 和 遗传 性 . 

EX 1.2.6 KX 是 空间 . 

(1) ZK X Jy Fréchet 空间 (IX Fréchet-Urysohn 空间 ) 5, 如 果 ze A C X, 
则 存在 4 的 序列 在 X 中 收敛 于 zx; 

(2) FRE g : Nx X >r 称 为 X 的 g 函数 159 (或 递减 9 函数 T), 如 果 对 
r€XBineN,zreg(n-cl,z)Cg(n,z). 如 未 特别 说 明 , g 函数 均 用 g 表示 . 对 
AC X, id g(n, A) = U ea g(n, x); 

(3) 称 X AAR", 如 果 存 在 X 的 覆盖 列 Fn} 满足 : 

X$ x € X, {st(£, Fa) jnen 是 x Æ X WBE. 这 时 {多 ,} PKA X 的 半 展 开 . 

定理 1.2.7 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 半 度 量 空间 ; 

(2) X 存在 半 度 量 函 数 159, 即 X 具有 9 函数 满足 : 对 X 的 点 x 及 序列 (ms). 
F £n € g(n, £) X z € g(n, £n), W x, 2; 

(3) X 具有 半 展 开 出 ; 

(4) X 是 第 一 可 数 (Fréchet) 的 对 称 度量 空间 PA. 

证 明 (1) > (3). 设 (X, d) 是 半 度 量 空间 . X n eN, RE 

A, — (AC X : diamA < 1/n}, 
其 中 diamA = sup(d(z,y) : x, y € A}. i x € X, W st(x, Fa) = B(z,1/n). 所 以 
{st(x, Fn) }nen Æ x 的 邻 域 基 . 


1.2 上 距离 函数 -Te 


T, fi g(n, x) = st(z,.2,)*. Wo Æ X 的 半 度 量 函 数 . 
(2) > (4). Beg Æ X 的 半 度 量 函数 , BUR, X 是 第 一 可 数 空间 . XE zy € X 
置 


m(z,y) = min(n € N: y é g(n,x),x d g(n,y)]- 
Md: XxX >Rt 为 


0, L=Y, 
a | Linte,y), o 
WW d 是 X 的 半 度 量 . 

(4) = (1). X Fréchet TE X RAW RE d. 对 4CX, 若 ze4-4， 
存在 A 的 序列 {rn} KAF zx. 如果 dlan 2) ~ 0, 那么 存在 {rn} 的 子 列 Z, 使 
d(z,Z) 50.9 T-ZuU(z) WT EX 的 闭 子 空间 ,于 是 (T, d) 是 对 称 度量 空 
间 . 从 而 z A T 的 孤立 点 , 矛盾 . 因而 dlen, x) — 0, S d(x, A) = 0. 

推论 1.2.8 ” 半 度 量 性 质 是 可 数 可 积 性 . 

证 明 Xin EN, Ky, 是 空间 X, 的 半 度 量 函 数 . E g: Nx (len Xn) 一 
TL es Xn), 使 g(m, x£) = oes, 9n 00698) x Tasse Xn: HP g = (£n) € 
Inen Xn 则 g Æ [len Xn 的 半 度 量 函数 . 

定义 1.2.9 空间 X WAR (24,) 称 为 X 的 展开 , 若 它 是 X 的 半 展 
JF. 具有 展开 的 空间 称 为 可 展 空间 加. 正则 的 可 展 空间 称 为 Moore 空间 995. 
X 的 开 集 列 (27,) MAX 的 拟 展开 UT, 若 对 ze U e 7, 存在 n € N, 使 
x E st(£, Yan) CU. 具有 拟 展开 的 空间 称 为 拟 可 展 空 间 . 

每 一 闭 集 是 Gs 集 的 空间 称 为 perfect 空间 . 

定理 1.2.10 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 可 展 空 间 ; 

(2) X 存在 可 展 函数 0901. 即 X RA g 函数 满足 : WX 的 点 xz 及 序列 
{tn}, ta; Æ (2, En} C (n. Yn), M £n — 2s 

(3) X 是 perfect 的 拟 可 展 空间 47), 

证 明 (1) => (2). & {U} 是 X 的 展开 . 对 x € X,n € N, BOE Un E ,使 
z € Un, © g(n,z) = icn Ui. Wo BX 的 可 展 函数 . 

(2) > (3). Rg EX 的 可 展 函 数 . MX WAR A, A=, ey gln, A), PEEL X 
是 perfect. XJ n € N, E 4^, = (g(n,zx) : x e X). W{Y,} Æ X 的 展开 . 

(3) > (1). W {n} 是 perfect 空间 X 的 拟 展开 . 对 ne N, FEX 的 闭 集 列 
Us), f£ Ud, = jen Page È Haj = Un U{X — Fu). MPAs} 是 X 的 展开 . 
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可 展 性 或 拟 可 展 性 都 是 可 加 性 , 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 可 展 空间 是 半 度 量 的 次 
仿 紧 空 间 ( 见 附录 A 定理 3.3). 下 述 定 理 给 出 半 度 量 空间 是 可 展 空 间 的 一 个 简单 
的 充分 条 件 . 称 空间 X 的 基 20 是 点 可 数 的 , 若 X 的 每 一 点 仅 属 于 多 中 可 数 个 元 . 
定理 1.2.1109?7] 具有 点 可 数 基 的 半 度 量 空间 是 可 展 空间 . 
证 明 设 双 是 半 度 量 空间 XX 的 点 可 数 基 , (X,<) 是 良 序 集 . 对 x ec X, 记 
(4), = {Un(x)}nen;s X} n € N, B 
Volt) = Big ln" 
h(n, x£) eU. sr Vm) 
p(n,z) = min(y € X : x € h(n,y)), 
(n.a) = Vale) n (MAG, PG, 2) i<) 
n(n(UjG,a)) : 4,4 <n, a € U(p(i 2), 
4.—lg(nox):rexXk 
则 { 多 } 是 WRI. BAR, 存在 ze X Rc 的 开 邻 域 W, fir i e N 有 
xi € X 满足 x € g(i,zi) CW. BF z € Vilx), 所 以 x; — x. 选取 1,m € N, 
4f B(z,1/l) C U,(z) CW. HX y © X Aa € h(ly) c Vy), WA ye 
B(z, 1/1) C Us (x), FÆ p(l, £) € U (x), MMA k € N, 18 Us (z) = Uxs(p(l, x)). 
因为 Ux (p(1; x)) N h(l, p(l,z)) Æ x 的 开 邻 域 , FE io € N, 使 当 i 2 do 时 , m; € 
Ux (p(l, z)) NAC, p(l x)), HIM i > io 时 , p(lz;) < p(lx). 男 一 方面 , € i > l, 
MW x € g(4z) C h(lp(lzi)), BA p(l;z) < p(l,z;). W i > max{io,l} Bf, 
p(l,z;) = p(l, zx), 这 时 x; € Ux(p(l;z;)), FH Ai 2 max{io, l, k} Bf, gli, xi) C 
Ux (p(l; z;)) = Ux (p(l, x)) = Um (x) CW, FE. 所 以 X 是 可 展 空 间 . 


1.3 dk 


量 空 间 及 拓扑 空间 概念 提出 后 产生 的 一 般 性 问题 是 寻求 空间 的 度量 化 定理 ， 

即 对 可 度量 空间 给 出 内 在 刻画 . 这 一 问题 在 20 世纪 50 年 代 得 到 完满 的 解决 . 

定义 1.3.1 空间 X 的 集 族 多 称 为 在 zx e X 是 局 部 有 限 (离散 ) 的 58), 3: 
存在 z 的 邻 域 V, 使 V 与 多 中 至 多 有 限 个 (一 个 ) 元 相交 . E P YE X. 的 每 一 点 
是 局 部 有 限 (离散 ) Bg. 则 称 FA dE OX 是 局 部 有 限 (离散 ) 的 . 

继 Stone 定理 之 后 , Bing, Nagata 和 Smirnov 得 到 了 经 典 的 度量 化 定理 . 

定理 1.3.2 (Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 ) ”对 正则 空间 XX, 下 述 条 件 
等 价 : 

(1) X 是 可 度量 空间 ; 

(2) X 具有 离散 基 99), 
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(3) X 具有 局 部 有 限 基 BH 354, 

证 明 (1) > (2). (X, d) 是 度量 空间 . 对 ne N, BZ, = {B(z, 1/2") }rex. 
则 st(z, Za) C B(x,1/n). 由 Stone 定理 (定理 1.2.3), 多 ,具有 o 离散 开 加 细 M. 
W Uen Mn 是 X 的 o 离散 基 . 

(2) > (3) 是 显然 的 , 下 面 证 明 (3) > (1). Ut X AA o 局 部 有 限 基 多 . xp x 
WFRV, EV ={BE Z2: FFHEUCY, HBCU} MV BY 的 o 局 部 
有 限 开 加 细 . 故 X 是 仿 紧 空 间 , 从 而 X 是 正规 空间 . 

id B = Unen Zn, KF, 是 局 部 有 限 的 . X n,m € N, B € ZZ, E 

Bo =U{A € Bm: AC B). 
W Bo C B. 由 Urysohn 引 理 , 存在 连续 函数 fs :XX — I, f& fs(Bo) C 
(1) E fa(X - B) c (0). XE zy € X, EX 


dnm(z, y) = min{1, > |f 5 (x y)|}. 
BEB, 
WW dim Fe X 的 伪 距 离 . EHF {dnm}n men 为 {dj}xen. FEX p: X x X — R* 为 
skates 3 di(,y). 


9k 
k= 


则 p 是 X 的 距离 , AH p 生成 的 XX 的 度量 拓扑 就 是 X 的 拓扑 , 所 以 X 是 可 度量 
空间 . 

定理 1.3.2 的 (1) e (2) 称 为 Bing 度量 化 定理 , (1) e (3) RA Nagata- 
Smirnov 度量 化 定理 . 由 此 可 得 到 进一步 的 度量 化 定理 . 

定义 1.3.354 空间 X 的 子 集 族 2 RAZAR, AH K € X (X), (2)x 
是 有 限 的 . 

显然 , 局 部 有 限 集 族 > ZAREK > 点 有 限 集 族 . 

推论 1.3.45 X 是 可 度量 空间 当 且 仅 当 X 是 具有 o 紧 有 限 基 的 正则 空间 . 

证 明 只 需 证 充分 性 . WA HX No RAMEE. du Z — LJ, cs Zn HZ, 

是 紧 有 限 的 . 断言 : Z, 是 局 部 有 限 的 . 事实 上 , Hee X, id (2), = {Bihien. 对 

KEN, $ Py = (4, Bi. Xi n,k € N, € Zn 在 zx 不 是 局 部 有 限 的 ,那么 (2) p, 
是 无 限 的 , 从 而 存在 ZB, 的 无 限 集 {Qi}ren FX 的 序列 {£r}, f x, € Pe Qs. 
S F = {zx}U {zj : k EN}. Wu) Fé X 的 紧 集 ,这 与 的 紧 有 限 性 相 矛 盾 . M Z 
是 X 的 o 局 部 有 限 基 , 从 而 X 是 可 度量 空间 . 

定理 1.3.5 ”下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 可 度量 空间 ; 
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(2) X FEFA HII {Yn}, 使 对 xe X, (st?(z, ZJ)jneN dé c E X HAM 
$1299] , 

(3) X FERR HII {Z IEX K € X (X), (st(K, M) nen HK XE X BJ 
邻 域 基 (1871, 

(4) X 存在 展开 {UVa}, Una 星 加 细 2183; 

(5) X 是 集 态 正 规 的 可 展 空间 531. (Bing 度量 化 准则 ) 

证 明  (1)— ), (4). W X 是 度量 空间 . 对 ne N, E 

Y= {U €T(X):diamU < 1/2"). 
W (27,) 满足 条 件 (2), (3). WAX 是 仿 紧 空间 , WA = 24,261 是 Ynya A 
(Nien 75) 的 开 星 加 细 , 则 (265) 满足 (4). 

(4) > (2). 利用 若 Mi. 星 加 细 Ya, W st? (x, Yapi) C st(x,%,). 

(3) > (2)9. AMR Yi. MA Yn, 且 存 在 x € U e v, 使 每 一 st?(z, Ya) ZU. 
Ma, € st?(z, Ya) —U, WEE yn € st(£, Ya), f en € st(Yn, Yn), BA yn > x. 
不 妨 设 所 有 y, € U. 让 K = {£}U {yn :n e N}. WK e IX (X), AMEE m EN, 
使 st(K Ym) CU, FÆ tm € U, 矛盾 . 

(2) > (5). 不 妨 设 Yapi 加 细 Y,,. 显然 , X 是 可 展 空间 . WH = (Ha)aea 是 
X 的 离散 闭 集 族 . Mac A,z € Ho, FE n(x) EN, lii st?(z, Yaa) C X -U(Hg : 
o z B € A). $ Us = Uren st(t, Une), BA Ha C Us ET E. (Us]aca 是 互 不 
相交 集 族 . 因而 X 是 集 态 正规 空间 . 

(5) > (1). 让 (27,) 是 集 态 正规 空间 X 的 展开 . m x 的 次 仿 紧 性 , 27, 具有 
AMA Unen Fam, 其 中 Fm Æ X 的 离散 闭 集 族 . 因为 X 是 集 态 正规 空间 , 设 

Bam = {Br : F € Fam} Æ X 的 离散 开 集 族 且 满足 : I Fe. AU EU, fé 
F C Bp CU. BAU, men Bam Æ X Wo 离散 基 . 因而 XX 是 可 度量 空间 . 

定义 1.3.6 (1) 空间 X WEK S 称 为 在 x e X 是 闭 包 保 持 的 , 车 对 
A c P, WI x EU', 则 x EU'. 对 AcX, 如 果 儿 在 4 的 每 一 点 是 闭 包 
保持 的 , 则 称 多 在 A 是 闭 包 保持 的 2753. 具有 o 闭 包 保 持 基 的 正则 空间 称 为 Mi 
空间 [79]; 

(2) X 的 集 族 多 RA X 的 拟 基 , 如 果 对 x c U e v, fffE B e 多 ,使 
teEBCBCU. RA o 闭 包 保持 拟 基 的 正则 空间 称 为 Mo 空间 T, 

(3) X 的 集 对 族 P 称 为 X 的 对 基 , AD 满足 : 

(i) (P,P)e FPCPHP er. 

(ii) H x € U € 7, FE (Pi, Po) € ,使 EPcCcPcU. 

X 的 集 对 族 多 称 为 X 的 垫 状 族 279, 若 对 PD! C P, UAR : (Pi, P) € AEC 
ONIX 证 明 命题 AS B, 有 时 直接 假设 X 满足 A 的 条 件 , 以 后 不 再 说 明 . 
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ULP, : (Pi, Po) € 27). 具有 o 垫 状 基 的 空间 称 为 Ms 空间 [791. 
c 热 状 基 常 称 为 o 热 状 对 基 . 由 于 垫 状 族 是 集 对 族 , 本 书 改称 为 o 垫 状 基 . E 
中 其 他 涉及 垫 状 族 处 同样 对 待 . 
Mi 空间 , My 空间 和 Ms 空间 统称 为 Mi; EW T. 易 见 , 度量 空间 => Mi 空 
间 > Ms 空间 > Ms 空间 > 仿 紧 空间 . 下 面 讨论 M; 空间 的 一 些 运 算 性 质 . 显 
然 , M; 性 质 是 可 加 性 . 
命题 1.8.7. (1) Mi 性 质 是 开 遗 传 性 ; 
(2) M5 或 Ms 性 质 是 遗传 性 . 
证 明 (1) 设 多 是 Mi 空间 X 的 o ARE. E Z 是 X 的 开 子 空间 , 则 
(Be4:BcZ) &Z Wo 闭 包 保持 基 , 所 以 2 是 Mi 空间 . 
(2) 仅 对 Ms 性 质 进行 证 明 . 设 22 是 My 空间 X fü o 闭 包 保持 拟 基 . E 2 是 
X 的 子 空间 , 那么 Az 是 2 的 o 闭 包 保 持 拟 基 , 故 2 是 M 空间 . 
对 空间 X WER A, 和 空间 Y 的 集 族 A, 置 
Px Pa = {P x Pi: Pi E€ Pi, Pa E€ Po}. 
对 X 的 集 对 族 A, 和 YY 的 集 对 族 P, 置 
Pi x Py = {(P x Po, Qi x Qo) : (Pi, Qi) e Z,i—1,2) 
类 似 可 定义 TI eA Za- 
引 理 1.3.8 ”对 i= 1,2, Æ Pi 是 空间 X; 的 局 部 有 限 集 族 ( 闭 包 保 持 集 族 , 热 
状 族 ), 那么 2 x Po 是 空间 Xi x Xo 的 局 部 有 限 集 族 ( 闭 包 保 持 集 族 , 垫 状 族 ). 
证 明 仅 证 明 闭 包 保持 集 族 的 情形 . 设 2 = (Falaca, Po = {Hajges. 对 
C C 4x 万 ,要 证 明 U[F, x Ha:(o,8) € C} C UF. x Hg : (a,b) e C). W 
(x,y) € Xi x Xo -U(F, x Ha:(o,8) e C). E 
U = X,-U{Fy: 2 E€ Xı — F,,(o,8) € Ch, 
V = X,—-Uf{Hg:y € Xa — Hg, (a, B) € Ch. 
MI) (x,y) €U x V € T(Xı x X2) H. (U x V) N (ULF, x Hg : (a,b) EC} =Ø, F 
E (x,y) € U(Fa x Hg : (a, 8) € C). 因此 1 x Pa EX, x Xa 的 闭 包 保持 集 族 . 
M 1.3.9 对; = 1,2,3, M; 性 质 是 可 数 可 积 性 . 
WEAR 仅 证 明 M, 空间 的 情形 . 对 mm EN, BU en Bam 是 Mi FE Xn 的 
基 , 其 中 Zam 是 闭 包 保 持 的 . 对 ne N, 置 


Bo = (J U Bim) x {lL Xm 


man j&m m»n 
W Uen Bo 是 正则 空间 IT， Xm 的 o 闭 包 保持 基 . 
本 节 的 最 后 一 部 分 , 介绍 M; 空间 类 的 一 些 基 本 刻画 . 
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EX 1.3.10 ”空间 XX EHTE D 称 为 X 的 正则 闭 集 , EFEX 的 开 集 W, 使 
D = W. 正则 闭 集 的 余 集 称 为 正则 开 集 . 

HEX, D Æ X WEWARAH D = D; D 是 XX 的 正则 开 集 当 且 仅 
4 D= D. F P iX 的 闭 包 保 持 的 正则 闭 集 族 , WU] 29 是 X 的 闭 包 保 持 的 开 
集 族 . 

命题 1.3.11 XX 是 Mi 空间 当 且 仅 当 X 是 具有 由 正则 闭 集 组 成 的 o 闭 包 保 
持 拟 基 的 正则 空间 . 

证 明 A ARM, 空间 X Wo 闭 包 保持 基 , WA BX Wo 闭 包 保持 的 正 
则 闭 拟 基 . A eX 的 o 闭 包 保持 的 正则 闭 拟 基 , 则 多? 是 X 的 o 闭 包 保持 基 . 

MRA 1.3.1209. X 是 Ms 空间 当 且 仅 当 X 存在 9 函数 满足 : 

(1) Æ y € g(n. x), R g(n, y) C g(n, x); 

(2) Hy eX —H er, WHE m EN, f y d y(n, H). 

证 明 i Unen An 是 Ms 空间 X 的 拟 基 , 其 中 Z, 是 闭 包 保持 的 ， 置 
g: Nx X7 

g(n,iz)-X-U(Pe Z;:xdPixnl. 

则 g Æ X 的 满足 (1) 和 (2) 的 9 函数 . 

RZ, 设 X AA g 函数 满足 条 件 (1) 和 (2), W X 是 正则 空间 . Mn € N, EE 

Bn ={X —g(n, A): Ac X]. 

Hi g 满足 (1), A, 是 闭 包 保持 的 . 由 9 满足 (2), Unen Bn 是 X 的 拟 基 . BX 是 
Ms 空间 . 

命题 1.3.13056] X 是 Ms 空间 当 且 仅 当 X 存在 9 函数 满足 : Fy e X-H € 
T, WEE m EN, 使 y ¢ g(m, H). 

WEB] i Unen An 是 Ms 空间 X 的 对 基 , 其 中 A, EARR. 定义 g: 
NxX 37TH 

gln, £) = X —U{P; : (B, P) € Fix ¢ Pin). 

Wg EX 的 满足 要 求 的 9 函数 . 

反之 , 设 的 g 函数 满足 : Myo X—-Hert, FE meN, fy ¢ g(m, H), 
WW x 是 正则 空间 . 对 ne N, E 

Py —((X —g(n, X -U,U):U ET}. 

dT Cr, WX —g(n,X —U):U €7'} c X — g(n,X — Ur’) C Ur, 于 是 
Pa Æ X 的 垫 状 族 . 对 x € U er, ffiE m € N, f x dé g(m, X —U), 从 而 
z € X-g(m,X -U) CU. FR Unen Pn 是 X W o 热 状 基 . 

注 1.3.14 对 空间 X 的 9 函数 , 考虑 条 件 : 

(1) #y eX —H Er, WHE m € N, 使 y é glm, H); 
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(2) X 的 点 xz 及 序列 {£n}, Æ x E gn, £n), W £n > z; 

(3) 对 外 的 点 zx (2) = Mren I0 a). 
IBA (1) & (2) > (3). 
量 空 间 的 球形 邻 域 族 是 度量 拓扑 中 最 自然 的 基 . 对 照 本 节 的 一 些 度量 化 定 
H, 有 必要 讨论 度量 空间 中 球形 邻 域 族 的 局 部 有 限 性 和 紧 有 限 性 . 集 族 2 称 为 星 
有 限 的 , EX U EUV, (W)u 是 有 限 的 . 

EH 1.3.15 设 (X,d) 是 度量 空间 ,= > 0. + Bale) = {Ba(z,e): 2 € X). 
下 述 条 件 等 价 : 

(1) Bale) 是 局 部 有 限 的 ; 

(2) Bale) 是 点 有 限 的 ; 

(3) Bale) 是 星 有 限 的 . 

证 明 只 须 证 明 (2) > (3) & (e) 是 点 有 限 的 . X B € Zale), 让 
B* = {x € B : B -Ba(z,z)), PRB 的 中 心 之 集 . W BMS Ze) PRA 
元 相交 . 否则 , 存在 由 多 sz(e) 的 不 同 元 组 成 的 序列 {B 使 Ba N B* Ao. WE 
In € Bn N B*,y € B*, zn € Be. Wl d(an,2n) < e, FÆ zn € Ba(2n,€) = B, 从 而 
d(y, zn) < e, 因此 ye Bn, 矛盾 . 若 Bale) 不 是 星 有 限 的 , 则 存在 Zale) 的 元 B 与 
无 限 个 B; 相交 , 其 中 B, € Zale). WE x, € BN Bt,x € BY. 那么 d(z, £n) <€, 
于 是 x € Bn, FE. 

每 一 度量 空间 X 可 赋予 一 相 容 的 度量 d, 使 对 = > 0, Zale) 是 闭 包 保 持 的 B16. 
对 具有 不 可 数 个 刺 的 刺 独 空间 (hedgehog space) J 不 存在 J 上 相 容 的 度量 d, 使 
对 = > 0, Bale) 是 局 部 有 限 的 46 410, 


14 fe 对 应 


1966 年 BorgesP9 利用 “ 层 对 应 ”给 出 了 Ms 空间 一 个 重要 刻画 . Borges 的 
方法 是 产生 广义 度量 空间 的 重要 途径 . 

定义 1.4.1°9 X 称 为 层 空间 , 如 果 存 在 函数 G:Nx7 一 7 满足 : 

(IjnEeNUersG(n,U) CU =en Gm, U), 

(2 V CU => G(n,V) C G(n,U), 
GBA X 的 层 对 应 . 可 假设 G RF n 是 递增 的 . 

命题 1.4.2156 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 Ms 空间 ; 

(2) X 是 层 空间 ; 

(3) 存在 函数 万 :N x 7^ 7 满足: 


mEN 
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(i) n €N, F € T° > H(n, F) D F = (|, y. H(m.F), 

(ii) L C F > H(n, L) C H(n, F). 

WEBB (2) e (3) 是 显然 的 . 

(1) e (3). 2$ g 函数 满足 1.3.13 的 要 求 , WH H(n, F) = g(n, F) 定义 的 
mM A: Nx 一 7 满足 (3) ERIS EH:INxT 一 7 满足 (3), 则 由 
g(n,z) = H(n,(x)) 定义 的 函数 g:N x X v WEMA 1.3.13. 

为 了 今后 叙述 的 简洁 起 见 , 满足 命题 1.3.13 条 件 的 9 函数 称 为 层 函 数 . 

定义 1.4.3 X 称 为 半 层 空间 931. 如 果 存 在 函数 五:N x 7 7° 满足: 

(1) U €T >U = {Unen Tn, 0); 

(VV CU = F(n, V) C F(n, U); 

EER X 是 正则 空间 且 还 满足 下 述 条 件 , 则 称 X Æ k 半 层 空间 PS5., 

(3) XF X 的 紧 集 K CU, FE m € N, f& K C F(m,U). 

LR RAF 分 别称 为 X ACERT MA k 半 层 对 应 . 可 假设 F RF n 是 递增 
的 . 

命题 1.4.4[84 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 半 层 空间 ; 

(2) X 存在 半 层 函数 , BX 具有 9 函数 满足 : 对 X 的 点 x 及 序列 {an}, 若 
z € g(n, tn), W] £n > v; 

(3) 存在 函数 G:Nx7r? 一 7 满足 : 

(i) F € 7° F = fex G(n, F); 

(ii) L C F > G(n, L) c G(n, F). 

证 明 (1) (3) 是 显然 的 . 由 注 1.3.14, (2) e (3). 

由 定理 1.2.7 和 命题 1.4.4, 有 下 述 推论 . 

推论 1.4.54. X 是 半 度 量 空间 当 且 仅 当 X 是 第 一 可 数 的 半 层 空间 . 

推论 1.4.6004 半 层 性 质 是 可 加 性 , 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 

可 数 可 积 性 的 证 明 利 用 1.4.4(2). 

定义 1.4.7 称 空间 X 具有 Gs 对 角 线 TI (Gs 对 角 线 092). 若 X FERNE 
HI (25,) WE: 对 ze X, (x) = Nen stle, Mn) ((x) = New st(z, 27,)). -ER 
覆盖 列 称 为 XX 的 Gs 对 角 线 序列 (GE 对 角 线 序列 ). 

显然 , G; 对 角 线 — Gs 对 角 线 . 

引 理 1.4.8007 WY 是 正则 空间 X 的 次 亚 紧 子 空间 . X {Z4} 是 由 XX 的 
开 和 集 组 成 的 Y 的 覆盖 列 , 则 存在 由 X 的 开 集 组 成 的 Y 的 覆盖 列 {Iy} 满足 : 对 
y € Y, (Nenst(y, Pn) = nen StU, Mn) C nen st(y, Ya). 
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证 明 由 XX 的 正则 性 和 YY 的 次 亚 紧 性 , 对 m € N, 存在 由 XX 的 开 集 组 成 的 
Y 的 覆盖 列 {Yi} 满足 : 

(1) {Vinnly In 是 T" ,j<m Yijly) Nites Ury) 的 9 加 细 序 列 ; 

(2) 对 Ve Knn, i,j < m, FEW E Y5, EV CW. 

ME, Wy EY, £ € Mijen st(y, a). EE ij € N, Wm > max(i, j}, 那么 
A n EN, f£ y 仅 属 于 Van 的 有 限 个 元 ,于 是 st(y, nn) -U(V:y EV e Van} C 

st(y, Vij). 从 而 由; ,jEN st(y, Vij) Vig) = Mijen st(y, Vig) C nen st(y, Yn). 

命题 1.4.9 (1) X RAG; 对 角 线 当 且 仅 当 对 角 线 A = {(z,z) :x €E X} X 
X2 的 Gy HE 791, 

(2) 具有 Gs 对 角 线 的 正则 次 亚 紧 空间 具有 Gk 对 角 线 0621. 

证 明 由 引 理 1.4.8 得 (2). 下 面 证 明 (1). 设 (27,) 是 空间 X 的 Gs 对 角 线 序 
列 . 对 neN, 置 

Gn=U{UVxU:U E Mhn}. 
WW Gy € r(X*).B. A = (eg Gn 
Xx X? 的 开 集 列 {Ga} 满足 : 人 = 门 ,enGn. 对 meN, 置 
WU,={U €7(X):UxUCG,}. 
W {Yn} 是 XX 的 Gs 对 角 线 序列 . 

定理 1.4.10" (Chaber 定理 ) 具有 Gs 对 角 线 的 可 数 紧 空间 是 紧 可 度量 空 
间 . 

证 明 设 X 是 具有 Gs 对 角 线 的 可 数 紧 空间 . 先 证 明 X 是 紧 空 间 . 让 (77) 
是 X 的 Gs 对 角 线 序列 . 若 X 不 是 紧 空 间 , 则 存在 X 的 开 履 盖 VV. 使 ARE 
X 的 可 数 子 覆盖 . 取 定 vo € X, 则 存在 n(0) EN, EY BRA X — st(zo, 4Z,(0)) 的 
可 数 子 覆盖 . 否则 , Mn CN, FEU 的 可 数 子 族 Z, TS X 一 st(zo, Ya), 那么 
Unen Bn Æ X — {eo} TATE H, 从 而 dv 就 含 X 的 可 数 子 覆盖 , 矛盾 . 对 
a < us, 归纳 地 选取 zu € X 及 n(a) € N, 满足 : 

(1) zo € Usca st(ro; Wn(p)); 

(2) Z DE X -Usca stima, Uniay) 的 可 数 子 覆盖 . 

ER ze 和 nla) 是 可 选取 的 . 因为 对 o < wi, 若 当 7y < a 时 , Y AA X- 
Use, st(ze, Yao) 的 可 数 子 覆盖 , 那么 MRE X — Usi st(es, Yag) 的 可 
数 子 覆盖 . AM, {st(zg, 人 Wcg)) : 6 < o) U 4X KEX WARTET. ne 是 使 
st(Zzp; Wn(p)) 出 现在 这 有 限 覆 盖 中 的 最 大 6, BAY MAX -Use st(z8, (oy) 
—— , ZE. TRA nla) € N, HY RA X -Usca st(ro, Uns) 的 可 
ZUT E. 
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BOE m € N 和 wi 的 不 可 数 集 A, E 8 € AN, n(8) — m. 由 于 Ym 的 每 一 
元 至 多 含 {ze : B € A) 中 的 一 个 点 , 所 以 (5 : B € A) EX 的 不 可 数 闭 离散 集 ， 
矛盾 . 


其 次 , 证 明 X 是 可 度量 空间 . 由 命题 1.4.9, X 具有 Gz 对 角 线 . 设 (26) J X 
的 Gz 对 角 线 序列 且 A. WMA 265. Mae eu €7,{U}U{X -st(z,H) :n EN} 
是 X Win, CHEAT Bim, 从 而 有 m EN, ti sts, Ym) CU. M (27,) 是 
X 的 展开 . 由 Bing 度量 化 准则 , X 是 可 度量 空间 . 

命题 1.4.11 层 空 间 > k 半 层 空间 全 半 层 空间 > 具有 Gs 对 角 线 , perfect, 
次 仿 紧 空间 . 因而 正则 半 层 空间 具有 Gs 对 角 线 . 

证 明 显然, 层 空间 Sk 半 层 空间 EL WX 是 半 层 空间 , 由 定义 
1.4.3, X 是 perfect 空间 . 再 由 推论 1.4.6 和 命题 1.4.9, X 具有 Gs 对 角 线 . X 
WHY 和 ne NN, € 

Un = {F(n, U): U EUY, 
HE F:INxrc c 是 X 的 半 层 对 应 . WU ey Mn BY B o SORIA, A X 
是 次 仿 紧 空 间 ( 见 附录 A 定理 3.3). 

推论 1.4.12 ”可 数 紧 的 半 层 空间 是 紧 可 度量 空间 . 

定义 1.4.13090 X 称 为 单调 正规 空间 , 如 果 对 X 中 不 相交 的 闭 集 F, K, 对 
应 开 集 D(F, K) 满足 : 

(1) FC D(F,K) CD(F,K) CX-K; 

(2) @ F C F',K' CK, WW D(F, K) c D(F", K'). 

DRA X 的 单调 正规 算 子 . 

定理 1.4.1490 X 是 层 空间 当 且 仅 当 XX 是 单调 正规 的 半 层 空间 . 

证 明 设 X 是 层 空 间 , 则 存在 函数 五: N x 0^ 一 7 满足 命题 1.4.2(3), 不 妨 设 
H(n+1,F) C H(n, F). XI X 中 不 相交 的 闭 集 F, K, 置 

D(F, K) = U(H(n, F) - H(n, K) :n € N}. 
WPF C D(F,K) er. Ey c K, 那么 存在 m c N, 使 y ¢ H(m,F), 于 是 
(X — H(m,F)) n H(m, K) Æ y 的 开 领 域 且 不 交 于 D(f,K), 因而 D(F,K) c 
X-K. AD 的 定义 , D 也 满足 定义 1.4.13(2). 

反之 , 设 X 是 单调 正规 的 半 层 空间 . 再 设 D AG 分 别 是 X 的 单调 正规 算 子 和 
满足 命题 1.4.4(3) 的 函数 . EX H :N xT? — 7, f H(n, F) = D(F, X — G(n, F)), 
则 H 满足 命题 1.4.2(3). Mk X 是 层 空 间 . 

下 面 转 入 讨论 半 层 空间 的 性 质 . 

命题 1.4.15 ”对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X Æ k 半 层 空间 ; 
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(2) X FE k 半 层 函数 026 219, 即 X 具有 g 函数 满足 : Ma 6 X RX 的 序 
列 {£n}, {Yn}, Ai Ln E g(n, Yn) H z 2, 则 Uni as 

(3) 存在 函数 G:N x 7^ — r 满足: 

(i) F E€ T° > F er uoo 

(ii) LC F > G(n,L) C G(n, F); 

(iii) 4$ X WRR Kn F = e, WEE m EN, ff KN G(m, F) = oP, 

证 明 (1) > (2). F:Nxr >r Æ X Wk FERNY, 不 妨 设 F(n,U) C 
F(n+1,U). £ V g: Nx X >r, fii g(n, v) = X — F(n, X — (x]). Wg EX Wk 
半 层 函数 . 事实 上 , IX 的 点 x RPM {zw}, {yn}, F En E€ gn, Yn) E tn >z E€ 
U €T, 不 妨 设 所 有 tn € U, 于 是 存在 mm EN, fE {r} U (x, : n € N} C F(m,U), 
从 而 当 n >m B, zn € F(n,U) — F(n, X — {yn}), Alb yn € U, W yn > a. 

(2) 2 (3). Rg Œ X IN k FARA. EXG:NxT — r, 1 G(n, F) = 
g(n, F). SR, G 满足 (3) 的 条 件 (i) 和 (G). HX HZR KNAF = ø, 而 对 neN 
A KnG(n,F) z Ø, WA yn E€ F M rn E KO g(n, yn). AE 1.4.12, {£n} 存在 
收敛 子 列 {En h Ban, > x E K, RA yn, > x E F, F. 因此 , FE m e N, 使 
K n G(m, F) = 9. 

(3) 2 (1) 是 显然 的 . 

推论 1.4.16[?65] 半 层 性 质 是 可 加 性 , 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 


1.5 W, (modk) 网 


本 节 主 要 描述 由 网 确定 的 广义 度量 空间 类 . 

定义 1.5.1 空间 XX 的 集 族 Z 称 为 X 的 网 UT, 如 果 对 z e U eT, 存在 
Pe4,ftxcPcU. 具有 ec 局 部 有 限 网 的 正则 空间 称 为 空间 929). 

由 正则 性 , o 空间 具有 o 局 部 有 限 闭 网 . 

命题 1.5.2 o 空间 是 可 加 性 , 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 

定义 1.5.39 空间 X 的 集 对 族 P BAX 的 对 网 , 若 2 满足 : 

(1) (Pi, P2) € P => P, CP; 

(2) X z EU €r, FE (P, Po) E€ Z, Ex eP CP cU. 

ME 1.5.42] X 是 半 层 空间 当 且 仅 当 X 具有 o 垫 状 网 . 

证 明 设 Ff:Nx7T 一 7° 是 的 半 层 对 应 . 对 neN, 午 

,= {Fm U); U) U ET 

W nen Zn Æ X fj o BRM. 

wen An Æ X 的 对 网 , 其 中 FY, 是 X 的 垫 状 族 . EM g:Nx X — v, fi 
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g(n, 2) = X —U{P, : (Pi, P2) € xd Poi S Nn}. 
Wo EX 的 g EXC. WX HA m 及 序列 {2n}, Hex E gn, an) Hay, > a, 
不 妨 设 zx g Z, HH Z = {rn : n E N}, FRA m EN Al (Pi, Po) € Ym, 使 
re€ePCPCX-Z. *nzm,g(m,z,)n P, = Ø, AM x € g(m, £n) N P, 7F 
J&. Wg 2X 的 半 层 函数 . 因此 X 是 半 层 空间 . 

命题 1.5.5 Moore 空间 > o 空间 > 半 层 空间 . 

证 明 i (47,) 是 Moore 空间 X 的 展开 . 因为 X 是 次 仿 紧 空间 , ZU 有 o 局 
部 有 限 加 细 Fa WA Unen Fn EX Wo 局 部 有 限 网 , 故 X 是 o 空间 .由 命题 
1.5.4, o 空间 是 半 层 空间 . 

定义 1.5.6290] 具有 可 数 网 的 正则 空间 称 为 cosmic 空间 . 

命题 1.5.7[280] cosmic 性 质 是 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 

X 称 为 Ni 紧 空 间 N, p OX 的 闭 离 散 子 空间 至 多 是 可 数 集 . 显然 , Lindelof 
空间 和 遗传 可 分 空间 都 是 Ni 紧 空 间 . Ni 紧 空 间 的 局 部 有 限 集 族 至 多 是 可 数 的 . 

命题 1.5.8 X cosmic 空间 当 且 仅 当 和 是 Ni Bo 空间 . 

下 面 介绍 网 的 几 种 推广 形式 . 

定义 1.5.9 KP 是 空间 X 的 集 族 . 

(0) ACX,Z Tj AdXkX 的 网 , WR ACOZ,JERZEU 是 X 中 含 4 
的 开 集 , 那么 存在 Pe P, HEAC P CU. 

(2) P 称 为 X 的 (modk) 网 P592, 如果 存在 的 覆盖 .入 c W(X), 使 对 
KEX, (Pe 9:KcP) dé K YE X 的 网 . 这 时 也 称 A 是 关于 的 (modk) 
网 . 具有 o 局 部 有 限 闭 (modk) AZIR D 空间 9091. 

显然 , o 空间 是 强 忆 空间. 

命题 1.5.10009 强 允 空间 是 可 加 性 , 闭 遗 传 性 和 可 数 可 积 性 . 

证 明 仅 证 明 可 数 可 积 的 情形 . xpi c N, KA, = Ujen Fis 7E SR X 空 
H X; 关于 4 的 闭 (modk) W, 其 中 A, 是 局 部 有 限 的 且 Ai; C uu E 
X= Ien Xi. 定义 

A = (Vien His Fa = Tien Fin) x {lion Xij n EN, 
WW Unen Fn EX KF H 的 o 局 部 有 限 闭 (modk) W. 

定理 1.5.1109 仿 紧 强 允 空间 是 可 数 可 积 

证 明 仍 采 用 命题 1.5.10 证 明 中 的 记号 . 更 设 X; 是 仿 紧 空间 , 要 证 明 X 是 仿 
紧 空 间 . 因为 仿 紧 空 间 是 可 膨胀 空间 ( 见 附录 A 定理 1.11), 对 i,j EN 及 Pe A, 
存在 X PE P 的 开 集 V(P), 使 {V(P) : Pe Aj} 是 局 部 有 限 的 . 对 X MAB 
m. 
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F ={F E€ Fa: n EN, Tri EU, EF CUY'. 
对 了 Ee 多 ,选取 Ur Ee UY, IEF CUYp. > 
Up = (U;(F):j < kr}, 其 中 kp = |Z. 
那么 集 族 
Ynj)={UFINMV(F) :Fe ZN F} 
是 局 部 有 限 的 , E. U, jen M (n, 3) EY 的 o 局 部 有 限 开 加 细 . 故 X 是 仿 紧 空间 ， 
定义 1.5.12P287 空间 XX 的 集 族 DA RA X 的 几乎 (modk) W, 如 果 对 x € X, 
存在 Ky € W(X) WE: BK, CU €r, WEE P E Z, fEzePCcU. 
显然 , X 的 (modk) 网 是 几乎 (modk) W. 
引 理 1.5.1395 ix PD 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 闭 集 族 . 4D 
fe X 的 几乎 (modk) W, WFE X 的 覆盖 2 C OE (X) WE: 
(1) P 是 关于 .% 的 (modk) W; 
(2) Exe Pe FP, PAR Ke XH, re K CP. 
证 明 对 zexX, 置 


C, = 
其 中 K, 满足 定义 1.5.12 的 要 求 . > 
X ={Cr: xE X}. 

WX HAEHAA 满足 (2). KC, CU ET, ik (Ps = {Prahnen, 不 妨 设 
Pry C Py. HL = K,—U. BA (X — Plauen EX WAR L 的 递增 的 开 和 覆盖， 
于 是 存在 mm EN, ELC X- Pn, Ai Ke CUU(X — Ph), MUA n EN, fit 
x € Pa CUU(X — Pm). Mj 2 max(n, m), BAC, C P; CU. MRP ERFA 

的 (modk) 网 . 

$8 1.5.1497]. x 是 强 习 空间 当 且 仅 当 X 具有 o 局 部 有 限 闭 几乎 (mod) 
网 . 

定义 1.5.15 ”空间 X 的 集 族 DP 称 为 X 的 p 网 , 如 果 对 x Ay CX, 存在 
Peg,fixePcX-iy. Ro 闭 包 保持 闭 p 网 的 空间 称 为 of 空间 992, 

p PARRA X 的 分 离 覆 盖 52, 或 ct 网 5521, 

命题 1.5.16L163 X 是 ot 空间 当 且 仅 当 X 存在 ot 函数 , 即 X RA g 函数 
满足 : 

(1) Ma € X, (x) = Nnen g(n. 2); 

(2) Æ y € g(n, x), JUI g(n, y) C g(n, 2). 

证 明 设 U Pn 是 ot 空间 XX 的 闭 p 网 , HF, 是 闭 包 保持 的 . 定义 
g:NxX-r, 使 


(n(2);) n Ke, 
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g(n,z) =X -U{F e€ F;:¢¢ Fig n}. 

则 9 是 X Wot 函数 . 

RZ, wg EX Wot MR, I (X—g(n,A):neN,AC X) EX Ho Aa 
保持 闭 p 网 . 

推论 1.5.17 ot 空间 是 可 加 性 , 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 

命题 1.5.18186 具有 Gs 对 角 线 的 次 亚 紧 空间 是 o* 空间. 

证 明 设 次 亚 紧 空间 X 具有 Gs 对 角 线 序列 (25,4. HX 的 次 亚 紧 性 , 对 
n € N, FE X ho 闭 包 保持 闭 覆 盖 Z, WE: Wee X, 有 Pe Xm 
U € (44)i", Exe PCUW ( 见 附录 A 定理 4.8), FÆ Unen Zn EX No W 
包 保 持 闭 p 网 . Sk X 是 of 空间. 

推论 1.5.19B48] 半 层 空间 是 ot 空间 . 


1.6 网, 弱 基 


本 节 讨 论 一 些 介 于 基 与 网 之 间 的 集 族 性 质 . 

定义 1.6.1050] 空间 XX 的 集 族 DA 称 为 X 的 伪 基 , WRN X 的 紧 集 KK cC 
U €T, FEP c A, HK c P cU. 具有 可 数 伪 基 的 正则 空间 称 为 No 空间 . 

命题 1.6.2050 可 分 度量 空间 之 No 空间 — cosmic 空间 . 

命题 1.6.3290]. No 空间 是 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 

定理 1.6.42 39 具有 点 可 数 伪 基 的 正则 空间 是 No 空间 . 

证 明 设 儿 是 空间 XX 的 点 可 数 伪 基 . 

(4.1) X 具有 点 Gs 性 质 . 对 x c X, 取 定 ye X — (a), E 

F={X-P:yePCPcx—{r},PeF. 

则 .多 是 X 的 可 数 开 集 族 且 z enF. Hz2EX—{r}, MV er, {yz} CVC 
V c X-{r}, 则 存在 Pe Z, ely, 2} CP CV. FR{y,z23 CP CPC X-{z}, 
从 而 z OF. 所 以 {x} =F. 

(4.2) X 是 可 分 空间 . BOE x € X, ik (V, :n EN} C m, ff (2) = (lues Va. 
W (F)z = {Pabmen- 对 n,m € N, d Pn — Van £ D, WE anm € Pm — Va; 
XS Pm — Va = Ø, S Gam = x. HD = {anm : n,m € N}, E X = D. Xl 
Ger—{@},#xceG, WGADZøØ; #xrgG WycG, FEneN, f£ 
y € X-V,. AF {z,y} C GUV A m € N, f {x,y} C P, C GU Va, AT 
y € Pm — Vn C G, PU anm € G, tk GO Dz eg. 

(4.3) X 具有 可 数 伪 基 . vx D Æ X 的 可 数 稠 集 . E 
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H ={PE P:PAD Ø}. 
则 4 可 数 . 对 X HyESKCGer-(ehHzrepnG,W KU{r}c G, F 
EA PCH MK CPCG S 2€ Jé X fm pos. AMX 是 No 空间 . 

伪 基 并 不 是 基 的 自然 推广 . 

定义 1.6.5 KP 是 空间 X 的 集 族 . 

(1) APRA X Wk pp 9291, 如 果 对 X 的 紧 集 KK CU e v, WEE F e BM, 
fi K CUF CU. RA o 局 部 有 限 k 网 的 正则 空间 称 为 N 空间 . 

(2) P IRA X 的 cs Pj 45, WR X 的 序列 (z,) KAF z € U er, WEE 
meN Pe Z,f(zyU(xr,:n2zm)cP cU. RA o 局 部 有 限 cs 网 的 正则 
空间 称 为 cs-o 空间 (1461. 

(3) P RRA X 的 cs* W 027. Sp X 的 序列 (,) KAF z € U er, WEE 
TFI (z,) FP E P, fH {£}U {tn i EN CPCU. 

显然 , 闭 天 网 和 cs 网 都 是 cs* 网 . 

命题 1.6.6046, 326] N 空间 或 cs-o 空间 是 可 加 性 , 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 

命题 1.6.7079. dt X 的 每 一 紧 集 是 序列 紧 空间 . ADP 是 X 的 点 可 数 cs* 
网 , 则 多 是 XX 的 k 网 . 

证 明 对 XX WRK CUeET, Ww 

HH={PeD:PCU)}; 

(27), = {P(r) : n EN}, vc K. 
若 不 存在 F e HV, EK C US, 则 可 选取 序列 (x) C K, 使 当 m,7 < k 时 ， 
zy É P.(v;). V (xx) 的 子 列 (x) 收敛 于 x EK 于 是 存在 Pe 2€, 使 P 含 无 
限 项 cp, 矛盾 . 因此 存在 多 e605<%, 使 KR CUFF. MARX WEP. 

上 述 命 题 只 用 到 了 弱 于 cs* 网 的 条 件 : E X 的 序列 (r,) ST reUer, 
WHE Pe P, EPR {rn} 的 无 限 项 且 P CU. 

推论 1.6.8146] cs-o 空间 是 N 空间. 

证 明 i PLEX Wo 局 部 有 限 cs I.E K e W(X), An 是 K 的 可 数 网 
所 以 是 可 度量 的 . 由 命题 1.6.7, A BX HW] k Pj, Sk X ER 空间 . 

推论 1.6.9045. 146 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 No 空间 ; 

(2) X 具有 可 数 cs* W; 

(3) X 是 Ni 紧 的 N 空间 ; 

(4) X 是 Ni 紧 的 cs-o 空间 . 
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证 明 显然 , (1) > (4) > (3) > (2). 只 须 证 明 (2) 2- (1). RA BX 的 可 数 
cs* 网 . 由 命题 1.6.7 的 证 明 , A” 是 X 的 可 数 伪 基 , 所 以 X 是 No 空间 . 

依照 定义 1.5.3, 可 类 似 定义 对 伪 基 、 对 天 网 、 对 cs 网 和 对 cs* 网 的 概念 . 

命题 1.6.1001 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X Æ k 半 层 空间 ; 

(2) X 具有 o 垫 状 伪 基 ; 

(3) X 具有 o SUR cs* W. 

WEBB 由 命题 1.5.4 的 证 明 得 (1) = (2). (2) > (3) 是 显然 的 . 下 面 证 明 (3) 
> (1). 

W Unen An 是 X 的 对 cs* 网 , 其 中 到 是 垫 状 族 . 定义 g:Nx 六 一 7 使 

g(n, 2) = X —U{P, : (Pi, P2) € Z,xdP,ixn]. 

Wo 是 X Wo mM. Mee X RX WHF! {rn}, {un}, Æ En € gn, Yn) E 
In > £ €U CT, 那么 存在 子 列 {2n,},k € N M (Pi, Po) € Pk, IE (m) U (m; : 
ie€eNJ)CPA,CPCU. HIT an, € g(niga,), A Yn, € P CU. 这 一 结论 对 
{an}, {yn} 的 子 列 仍 成 立 , 从 而 y, 一 x. 因此 9 是 X Wk KARR, PTW X Ek 
半 层 空间 . 

推论 1.6.11999] N 空间 是 大 半 层 空间 . 

本 节 后 一 部 分 , 讨论 介 于 基 与 cs 网 之 间 的 一 种 集 族 性 质 . 

定义 1.6.12 FH X 的 集 族 多 称 为 X 的 弱 基 LI, 如 果 P =U ey Po W 


(1) z E NG,; 

(2) Æ U,V € Pa, 则 存在 We Pa, EW CUNV; 

(3) X 的 子 集 G e 7 4 HDUSN x eG, 存在 Pe P, EPCG. 
Po 称 为 z (在 X 中 ) 的 弱 基 , X 的 含 FA, 的 元 的 子 集 称 为 z 的 弱 邻 域 . 若 P, 是 
可 数 的 , X MRA 9 第 一 可 数 空间 (或 gf 可 数 空间 ). HPA 是 可 数 的 , X 称 为 9 第 
二 可 数 空间 . 具有 o 局 部 有 限 弱 基 的 正则 空间 称 为 g 可 度量 空间 95. 

E P iX 的 弱 基 , 且 4 是 X 的 开 子 空间 或 闭 子 空间 , WA, 是 4 的 弱 基 . 
因而 9 第 一 可 数 性 或 g 可 度量 性 都 是 开 遗 传 性 和 闭 遗 传 性 . 

弱 邻 域 的 概念 是 对 称 度量 空间 中 球形 邻 域 的 一 般 化 , 所 以 用 弱 基 的 概念 来 刻 
画 对 称 度量 空间 是 毫 不 奇怪 的 . 

定义 1.6.1399. X WAHI {Z0} 称 为 X 的 弱 展 开 , AM v € X, {st (zx, 
Un) nen Æ x E X 的 弱 基 . 

MER 1.6.1469] X 是 对 称 度量 空间 当 且 仅 当 X 具有 弱 展开 . 

证 明 设 (X,d) 是 对 称 度量 空间 . Xn eN, 置 
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U, — (AC X :diamA < 1/n}. 
则 对 ze X A str, Y) = BG, 1/n). 从 而 {2} EX 的 弱 展 开 . 
反之 , 设 {Un} 是 X 的 弱 展 开 . Mae Ay € X, n(z,y) 表示 使 x d st(y, Ya) 
的 最 小 整数 n. HEM d: X x X Rt, 使 


0, oY; 
d(z,y) = | ones), zy 
W d X 的 对 称 距离 且 对 xz e X,neN A st(x, %n) = B(x,1/2”). 因而 X 是 对 
称 度量 空间 . 

定义 1.6.15015 X 称 为 序列 空间 , WRX U Cc X,U EX 的 闭 集 当 且 仅 当 
Xt Ze A(X), ZOU x HAE. 

显然 , 序列 空间 是 可 加 性 , 开 遗 传 性 和 闭 遗 传 性 . 

命题 1.6.16[85 g 第 一 可 数 空间 是 序列 空间 . 

证 明 i X eg 第 一 可 数 空间 . AX 的 子 集 下 与 X 的 含 极限 点 的 收敛 序 
IERE X WAR, 对 x d F, ik {Panen 是 z 的 递减 的 弱 基 , 则 存在 m € N, 
使 Pa NF =o. Bil, FP 的 序列 {zw}, 使 zw € Pr, 于 是 an 一 x, 那么 
FO ({a}U {an : n €N}) HEX WAR, 矛盾. WP JE X 的 闭 集 . 因而 , X 是 序 
列 空间 . 

命题 1.6.17 ix X Æ Fréchet 空间 . AW 是 xz YE X 的 弱 邻 域 , 则 xz € We. 

WEBB i P = Uey Ar 是 如 定义 1.6.12 中 空间 X 的 弱 基 , 其 中 W DPE 
P, BxrEeX-W°CcX-P°=X—P, WHE X —P WAS {rn}, Ban s. 
A Z = {rnin E N} W Z ^X HAR. AW, Hye X - Z, di y — c, W 
PcX-Z;€SyzzWyeXxX-Z,TRüGe2,fttGcX-Zcx-z. 
从 而 Z Æ X MB, 矛盾 . hee We. 

推论 1.6.1859. X 是 第 一 可 数 空间 当 且 仅 当 X 是 g 第 一 可 数 的 Fréchet 空 
间 . 

对 空间 和 &FcCcWcx,WJ rmm 05 x 的 序列 (x) 收敛 
FF WA, 则 {zn} 终于 W, REE m eN, ff (x, :n 2 m CW. NZC X,Z 
称 为 X 的 序列 开 集 , EX z c Z, Z 是 z 的 序列 邻 域 ; 2 称 为 X 的 序列 闭 集 , 若 
X —Z 是 序列 开 集 . 显然 , X 是 序列 空间 当 且 仅 当 X 的 序列 开 集 是 开 集 , SAM 
当 X 的 序列 闭 集 是 闭 集 019). 

定义 1.6.12 中 点 的 弱 基 22, 可 理解 为 x 的 弱 邻 域 族 组 成 的 网 . 由 序列 邻 域 的 

Z, 可 类 似 定义 x 的 序列 邻 域 网 . 
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推论 1.6.19 若 B, 是 点 xz 在 空间 X 的 弱 邻 域 , 那么 DB, 是 x 的 序列 邻 域 . 

证 明 i X 中 序列 一 Zz. 令 ZF= {rz}U{fzn:neEN}. 则 2Z 是 的 
Fréchet 闭 子 空间 , FÆ zx € intz(B, O Z), 从 而 {£n} 终于 B,. 

Hib 1.6.2055] 车 D 是 空间 X KBE, U Z2 Æ X 的 cs 网. 

命题 1.6.212“ E P j& g 第 一 可 数 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 cs 
hj. 那么 P 的 某 子 族 构成 了 X 的 弱 基 . 

证 明 对 zexX,z 的 递减 的 弱 基 记 为 {B(n,z)}jneN. E 

P,={PEP: FE n EN, fi B(n,z) C P). 
往 证 PA, 是 x 的 弱 基 . 显然 cn. HA, 关于 有 限 交 封闭 . AX WLR G 满 
Æ: 对 ze G, 存在 Pe P, fi P C G, MAE n EN, 1 B(n,z) C G, 从 而 
Ger. 车 x EGET7, 则 存在 Pe ,使 PCG. 否则 , 记 {Pe 儿 :rePc 
G} = {P(m,z)}men, WA B(n, x) Z P(m, x), RÆ x,,, € B(n, x) — P(m,z). 对 
n 2 m, 4 tam = yx, HP k = m + 2, Jl y, — x. 从 而 存在 m,ie N, 使 
{x} U {yp : k 2i} C Pim,2) OG. 

Rij > EIRA n >m A yj = fam, BA Cam E P(m, £), FEB. UL. T. 
是 X 的 弱 基 . 

由 命题 1.6.21 和 推论 1.6.20, A FREM. 

EH 1.6.2205] X 是 9 可 度量 空间 当 且 仅 当 X Æ g 第 一 可 数 的 cs-o 空间 . 

因而 , 正则 空间 X 是 9 第 二 可 数 空间 当 且 仅 当 它 是 9 第 一 可 数 的 No 空间 B51. 

i) 1.6.2325) 紧 空 间 的 弱 基 不 是 网 . 

HO X = [0,wi]. WP X 序 拓 扑 , WX 是 紧 空间 . 设 工 是 X 中 全 体 聚 点 的 
集合 . 对 a < w, 让 Pa 是 a 的 局 部 基 . 定义 Zoa ={(Bur] NL: 8 <u}. $ 
P =U, Po 由 于 X 是 紧 空间 且 P 中 任意 有 限 个 元 不 能 覆盖 X, 所 以 PA A 
是 X 的 大 网 . 下 面 证 明 A 是 XX 的 弱 基 . 设 的 子 集 U WE: 对 a e U, 存在 
Pe4,18 PCU.oa€cU-—(a),U 是 a 的 邻 域 . 若 wi CU, FEB < w, 使 
(Bwl NAL CU. FRE a € (8,01), 使 (a,wi] CU. AM, (8,01) 一 UV PEY 
格 递增 的 序列 {an}. Wy = sup(os : n € N}. M y e U, MUFE an € U, FHE. 
从 而 U ix 的 开 集 . 因而 , Ex 的 弱 基 . 


1.7 广义 可 数 紧 空 间 


前 几 节 定义 或 刻画 的 广义 度量 空间 类 中 有 许多 空间 具有 下 述 特点 之 一 , 一 是 
利用 9 函数 , 通过 满足 某 种 条 件 的 序列 收敛 进行 描述 , 如 半 度 量 空间 , 可 展 空 间 , k 
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半 层 空间 等 ; 二 是 利用 空间 的 开 履 盖 列 , 通过 满足 某 种 条 件 的 序列 收敛 进行 描述 ， 
如 度量 空间 , 可 展 空 间 等 . 若 将 上 述 依 某 种 条 件 确定 的 序列 收敛 换 为 该 序列 存在 聚 
点 , 则 又 产生 一 批 广义 度量 空间 . 这 类 空间 统称 为 广义 可 数 紧 空间 0681. 

定义 1.7.1 对 空间 X 及 其 9 函数 , 考虑 附加 条 件 : 

(1) XF X Wao 及 序列 {£n}, E £n € g(n, x), W {rn} Æ X FERA; 

(2) X 的 点 xz 及 序列 {2n}, Zi m € gN, £n), W (m,) YE X PARA; 

(3) OX 的 点 z 及 序列 {en} 和 {yn}, 35 (o En} C g(r, yn), W {en} 在 关中 
ARA. 
如 果 OX 存在 9 函数 分 别 满足 条 件 (1), (2), (3), 则 X 依次 称 为 g 空间 Pl, BAR 
ACOA wa 空间 971. 其 g 函数 相应 地 称 为 4 函数 , 8 函数 和 WA 函数 . 

由 定义 , 第 一 可 数 空间 是 v 空间 , 半 层 空间 是 S 空间 , 可 展 空间 是 wA 空间 . 

命题 1.7.2B85 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 6 空间 ; 

(2) FERA F : N x 7 — 7° 满足: 

(i) U €T = F(n,U)CU; 
(ii) V CU => F(n,V) C F(n,U); 
(iii) Æ {Un}nen Æ X 的 递增 的 开 履 盖 , 则 CJ, c P(n, Un) = X; 
(3) 存在 函数 G:N x 07^ — r WE: 
( 
( 
( 


i) Fer’ = F CG(n,F); 

ii) L C F > G(n, D) c G(n, F); 

ii) 车 {jwen Æ X 的 递减 且 交 为 空 的 闭 集 列 , W C), cy G(r, Fr) = e. 

证 明 只 须 证 (1) (3). 

(1) > (3). 设 g 是 X 的 BF 函数. RE XLG HIN x r^ 7, fi G(n, F) = gln, F), 
Ju G 满足 (3). 事实 上 , HLF} 是 XX 的 递减 的 闭 集 列 且 存在 z € 门 ,ew G(r, Fr), 
WE £n € Fy, f x € g(n, £n), 从 而 {an} ARA, HA en EL Zo. 

(3) > (1). 不 妨 设 G RF n 是 递减 的 . EXgQ:NxX—r A g(n,x) = 
G(n,{z}), Wo BX 的 6 函数， 事实 上 , Me eX RX 的 序列 (n. F 
z € g(n,z,), 而 {tn} 无 聚 点 , 令 

FQ—is:isnhneN. 
WW (F.) Æ X 的 递减 且 交 为 空 的 闭 集 列 , FEO, ey G(n, Fa) = 2. 然而 7 E 
hen 9(% Fn) € nen G(n, Fn), FB. 

由 此 , 8 空间 是 可 数 亚 紧 空间 ( 见 附录 A 命题 2.8). 

命题 1.7.3099. X 是 wA 空间 当 且 仅 当 X 存在 开 履 盖 列 (27,) 满足 : WX 
的 点 xz 及 序列 {rn}, Æ ms € st(z, 2 Wien} YE X PFARA. 
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证 明 类 似 于 定理 1.2.10. PREFA HIRKA X 的 wA 序列 . 一 般 地 , FX 的 
RAI) {F,} 满足 : WX 的 点 x 及 序列 {fz WR m, € st(x, Fa), 则 {rn} AR 
点 , 那么 称 {Fn} 满足 wA ARTE. 

EX 1.7.4 K{Y,} 是 空间 X 的 开 覆 盖 列 . 考虑 附加 条 件 : 

(1) 对 ne N, Vari 星 加 细 4^, A{Y,} BX 的 wA 序列 ; 

(2) X 的 点 x 及 序列 {2n}, A En € st?(c,%,), 则 {zx} EX PERA. 
满足 上 述 附 加 条 件 的 空间 分 别称 为 M 空间 Bo0 和 wM 空间 791, 相应 的 覆盖 列 依 
次 称 为 M 序列 和 wM 序列 . 

可 数 紧 空间 或 度量 空间 是 M 空间 , M 空间 是 wM 空间 , wM 空间 是 wA 空间 ， 
wA 空间 是 8 空间 和 4 空间 . 

引 理 1.7.5483] wM 空间 是 可 膨胀 空间 . 

证 明 {Un} Æ X 的 wM 序列 , 不妨 设 M41 MAM. 

(5.1) X X 的 点 xz 及 序列 {an}, Æ En € st?(z, Yn), W (m) ARA. 

E {tn} 无 聚 点 , RE v, 互 不 相同 , 那么 (m, :neN) 2X 的 闭 离 散 集 , 从 而 
(st(z,, Un) :n EN} 是 XX 的 局 部 有 限 集 族 . 否则 , FE z € X, Hn EN, Ai(n) > 
n, 使 st(z, Yn) Nst(tiny; Viin) ZS, AM tiny) € st(st(z, Ya), Viin) C st? (2, Ya), 
于 是 {zxi(n)} BRA, 矛盾 . HF zs € st?(z, Ya), PV st? (x, Ya) st(tn, Ya) £ D, 
B yn € st?(z, Ya) 站 st(zn; Yn), W {un} CRA, 矛盾 . 

(5.2) X 是 可 数 仿 紧 空 间 . 

X {Grhnen EX 的 递增 的 开 覆 盖 . S 

Fa = X —st?(X — Gn, n), nEN. 
WX = Upe Fn. 事实 上 , Hz © X -Unen Fs = Men st? (X — Gn, 25). MA 
st? (z, Yna) N (X — Gn) z 9, AM (d, (X - Gn) z 9, FE. 再 令 

Hn = X —st(X —Gn,%), NEN. 
WA Fa C Hn C Hn C Gn, FÈ X = Upon Hn, BOX 是 可 数 仿 紧 空间 ( 见 附录 A 
命题 1.13). 

(5.3) X 是 可 膨胀 空间 . 

X (e EX 的 局 部 有 限 的 闭 集 族 . 对 zx eX, 存在 ne N, 使 {NEA: 
st? (x, Ya) N F Z e) 是 有 限 的 . 对 ne N, E 

An = (xe X:(A€ A:st?(z, Yn) à Fi Z e) BAH }, 
B,-A2. 
W By c Bra. WME: X = Uu Bn. 事实 上 ,对 > € X, m (5.1), FE n EN, 
fi (A € A :st(z, Wan) n Pa z 9) 是 有 限 的 , AT st(z, Ya) C An, Mz € Br. 由 
(5.2), 存在 X WERA RIP th (Gs }nen, IE Gn C Br. & 
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Gyn = st( Fy, Ya) O Ga; Ha = U{Gm in EN}. 
WF. Cc Hy € v. 往 证 {hen 是 局 部 有 限 的 . XI x € X, id 
U = X — U{Gn : x ¢ Gnin E N}, 
(G.:neN,zeG,)— {Gna ft s k}, 
m = max(n(i) : € k}, 
V = st(z, Ym) Q U, 
WaeVer. Mick, HFE Bno, 


{A E A: st(£, Ym) N Gy z 9) C {A EA : st (£, Mwy) OF z e) 
是 有 限 集 , 从 而 V MAS {H hei 中 有 限 个 元 相交 . We X 是 可 膨胀 空间 . 

引 理 1.7.6 (收敛 引 理 ) 设 空间 X 具有 递减 的 集 列 {GL}, 使 门 , Gs = 
Aen Ga. 下 述 条 件 等 价 : 

(1) x X 的 序列 {rn}, E £n E Gr, W (4) EX PARA; 

(2) {Gn}nen Æ X 的 可 数 紧 集 门 ,ny Gn TE X. 中 的 网 . 

WEAR (1) > (2). EA, Dren Gn 是 六 的 可 数 紧 闭 集 . WO cy Gn CV ET, # 
存在 X 的 序列 {£n}, fx, € Gn 一 V 设 x 是 {zn} 的 聚 点 ,那么 rze 门 ,-NG -TY = 
2, 矛盾 . 从 而 存在 m EN, (Ë Gm C V. Bl, {Gr }nen 是 门 ,en Gn Œ X PRA. 

(2) > (1). Ran € Gn. E {tn} HAR, WEE m EN, 使 门 ,nyGn C 
X — (xa: n > m), MMA k 2 m, f£ x, € Ge CX {rnin 2 m), FE. 

定理 1.7.7. (1) 若 正则 空间 X 是 具有 点 Gs 性 质 的 g 空间 , 则 X 是 第 一 可 
数 空间 Ps 引 ; 

(2) 设 X 具有 Gs 对 角 线 或 是 ot 空间 . C4 X 是 6 空间 时 , X 是 半 层 空间 OI, 
当 X 是 wA 空间 时 , X 是 可 展 空间 L193; 当 X 是 wM 空间 时 , X 是 度量 空间 948]. 

证 明 (1) X 存在 g MBMg: Nx X >r WH: g(n4+1,2) C g(n,x) 且 
{1} = nen g(r, x). 由 引 理 1.7.6, {9(n, 2) }nen Æ x 的 邻 域 基 . 故 X 是 第 一 可 数 
空间 . 

(2) 设 X AA Gt WHA. 让 (27,) BX 的 G* 对 角 线 序列 , 其 中 Yny 加 细 
Up. 

4X #26 空间 时 , 让 g BX WB RM, EXRh:NxXo,fth(n,z) = 
g(n, x) N st(x, Yn), Wh eX 的 半 层 函数 . 事实 上 , X X 的 点 xz 及 序列 {on}, Æ 
x € h(n,z,), 那么 {rn} 的 任 一 子 列 有 聚 点 . Ry 是 {rr} 的 一 个 聚 点 且 y 42, 
则 存在 n € N, f£ y d st(z, 27), 于 是 存在 > n, 使 zw d st(o, Yn), 从 而 
z €st(tm,Um), 矛盾 . 所 以 , x 是 (x4) 的 任 一 子 列 的 聚 点 , Me, 一 c. 因而 X 是 
半 层 空间 . 当 X 是 wA 空间 时 , 让 {VY} Æ X 的 wA 序列 , 则 {3Z ^Y) 是 X 的 
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展开 . 当 X 是 wM 空间 时 , X 是 可 展 的 可 膨胀 空间 , 于 是 X 是 可 展 的 仿 紧 空间 
( 见 附录 A 定理 4.10), WX 是 度量 空间 . 

再 设 X 是 of 空间 . 24 X Æ p 空间 时 ,分别 以 g,h AN X 的 of 函数 和 6 P 
数 , EX I:INx Xo r, fiil(niz) 2 g(njx) nh(n,z). HUE EX WR RR. 对 
X 的 点 z 及 序列 {2n}, Æ x E lln, £n), 由 于 hh EG 函数, {zw} ARA. Ky 是 
{on} 的 聚 点 , ANI x, € g(n, y), 从 而 x € g(n, £n) C g(n, y), 因此 x = y. 这 说 
8j {zn} BEE— T PRU RAHNA x 为 唯一 聚 点 , 故 m, — c. PROX 是 半 层 空间 . 
24 X 是 wA 空间 时 , 由 类 似 的 证 明 , X 是 可 展 空间 . 24 X 是 wM 空间 时 , X 是 可 
展 的 wM 空间 , 于 是 X 是 度量 空间 . 

问题 1.7.8l666 具有 点 可 数 基 的 wA 空间 是 否 是 可 展 空间 ? 

问题 1.7.9007]. 拟 可 展 的 6 空间 是 否 是 可 展 空 间 ? 

问题 1.7.10075 具有 Gs 对 角 线 的 wM 空间 是 否 是 可 度量 空间 ? 

定义 1.7.110%] 空间 XX 的 集 族 多 称 为 内 部 保持 的 , UR F CPA 
(NF)? 2 nz. 

显然 , X 的 集 族 多 是 内 部 保持 的 当 且 仅 当 {X — P}pegz 是 闭 包 保持 的 . 应 
当 注 意 的 是 , 对 X 的 g 函数 , Æx € g(n,y) A g(nx)C g(n, y), W (g(n, A) : 
AC X) 是 内 部 保持 的 ; EX 的 开 集 族 多 ,是 内 部 保持 的 , 令 9:NxX 一 7T, 使 
gn, £) = N(Bn)z, W g 满足 : WR x € g(n, y), BA g(n,x) C g(n, v). 

命题 1.7.12 具有 o 内 部 保持 基 的 空间 是 of 空间 . 

证 明 WU ey An 是 空间 X 的 基 , 其 中 22, 是 内 部 保持 的 , 并 且 X EA, C 
Bayi EX g:Nx X r, E gln, zx) 20(2,),. 则 g EX Wot BRM, MX Æ 


ot 空间 . 


1.8 例 


本 节 例 举 一 些 例子 , 目的 是 说 明 一 些 空间 类 的 不 蕴涵 关系 . 例子 的 引用 文献 仅 
有 构造 例子 的 文献 . 

例 1.8.1059 V 空间 . 

B X-—ií(xyemR?^:yz20). WX FV 拓扑 : My >o, (x,y) EX 的 孤立 
点 ; y = 0, (m, y) 的 邻 域 基 元 形 如 

V(xz,n)={(t,s)EX:t=7rz+s,0<s<1l/n},neN. 

X FK V 空间 , 或 Heath 的 V 空间 . 

易 见 , X 是 完全 正则 的 亚 紧 空间 . 由 于 OR x {0} 关于 欧 氏 拓扑 是 第 二 范畴 的 ， 
用 标准 的 范畴 方法 (category method), X 不 是 正规 空间 . 置 
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Uy, ={V(a,n):¢ ER}U{(z,y) eX: y>1/n}, nEN. 

WW (27,) EX 的 展开 , 故 X Æ Moore 空间 . 

例 1.8.2055 领结 空间 . 

HY X = R2. Xf r= (ts) € X,n € N, id Bt(z, 1/n) 为 领结 形 集 合 

{x} U {(t',8') e X:0«][t t| « 1/n,|s — s'|/[t -t| < 1/n}. 

以 (Bt(z,1/n)).ew 作为 x 的 邻 域 基 , 生成 X 的 拓扑 称 为 领结 拓扑 , 而 空间 X 称 
为 领结 空间 . 这 时 X 是 正则 空间 . 

(2.1) X 是 半 度 量 空间 . 定义 g : Nx X 7, fi g(n, x) = Bt(x,1/n). W g 是 
X 的 半 度 量 函 数 , 所 以 X 是 半 度 量 空间 . 可 以 具体 地 给 出 X 的 半 度 量 d: 


0, t=? Heo’, 
ditt.s (rim | 1, t=t Hsss, 
Jt-t|+|(s—s)/t—t)|, H. 

(2.2) X 不 是 o 空间 I 若 不 然 , X RAAN Uer Fn 其 中 Fn 是 离散 的 
( 见 定理 3.3.1). 对 x € X, FE n(x) € NE, € Frwy, fi x € F, C Bt(x,1). AF 
R2 关于 欧 氏 拓扑 是 第 二 范畴 的 , 存在 m € N,Y C X, 使 当 z € Y 时 , n(x) =m, 
HY ER 的 某 个 欧 开 开 集 U PH. WE p eU, BW = X-U(F € Z,:péF). 
WpeWer(X). RR yzeYnWnU,ffyd Bt(z,1),z ¢ Bt(y,1), BA 
Fy #F,€ Fm, TÆ FOF, = 9, AWA F E 多 HeipéeF LFAW 42@, 
这 与 W 的 定义 矛盾 . WX 不 是 ve 空间 . 

由 定理 1.7.7, X 不 是 wA 空间 . 

例 1.8.3077 蝶 形 空间 . 

取 X = R?. WY X WBS: X x = (t,s) eX, Æ s0, x 具有 欧 氏 邻 域 ; 
E s= 0, x 的 邻 域 基 元 为 领结 形 集合 Bt(z,1/n),n e N. 具有 蝶 形 拓扑 的 空间 称 
为 蝶 形 空间 . 这 时 X 是 正则 空间 . 

(3.1) X 是 cosmic 空间 . 由 于 X 的 子 空间 民 x {0} M X — (R x {0}) 都 具有 
欧 氏 拓扑 , 设 多 ,多 分 别 是 它们 的 可 数 基 , 那么 DU. 是 X 的 可 数 网 , 于 是 X 
是 cosmic 空间 . 

(3.2) X 是 半 度 量 空间 . 显然 , X 是 第 一 可 数 空间 . 由 推论 1.4.5, X 是 半 度 量 
空间 . 

(3.3) X 的 紧 集 Ix (0) dE X. 中 不 具有 可 数 邻 域 基 . BARR, 设 (Us uen 是 
Ix (0) TE X 的 可 数 邻 域 基 . 对 x eIx 1{0}, FE n EN, (FU, C Bt(z,2), FEE 
TE m € N AUI x (0) 的 无 限 集 2, 4# Um CO ez Bela, 2). Vt a  Z YET x (0) 的 
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RA, 那么 存在 ke N, i Bt(a,1/k) cUn. Mbe Z—{a} Hb 与 a 的 第 一 个 分 
量 之 距离 小 于 1/k, 那么 Bt(a,1/k) C Bt(b,2), 矛盾 . 

(3.4) X 不 是 wA 空间 . 和 否则, X 是 仿 紧 的 可 展 空 间 , 于 是 X 是 可 度量 空间 ， 
这 与 (3.3) FE. 

(3.5) Ceder?) 曾 证 明 : X 是 M, 空间 . 

15] 1.8.4997. 184 Tsbell-Mréwka 空间 (D). 

设 D 是 一 无 限 集 . D 的 可 数 , 无 限 集 的 族 o 称 为 几乎 互 不 相交 的 , 若 of 中 
任 两 不 同 元 之 交 为 有 限 集 . euo FED 的 极 大 几乎 互 不 相交 族 , 则 o. 是 不 可 数 的 . 
否则 , id A = {hijien. X i EN, A; -U, 2, An = Ai - UncilAn N Ai) 是 无 限 集 ， 
所 以 存在 v; € A; zs om S E={a,:ie N} 则 对 ieE N,N Ai 是 有 限 集 ， 
35A Edo H AUE} 是 几乎 互 不 相交 族 , 矛盾 . 

置 V(D) = SUD. v(D) 赋予 下 述 拓扑 称 为 Jpbel-Mr6wka 空间 : D 的 点 取 为 
v(D) 的 孤立 点 ; 对 A E A,A EYD) 的 邻 域 基 元 形 如 {4}U(4- F), Fe As’. 
则 (D) 是 局 部 紧 空间 . 

(4.1) v(D) 具有 o 内 部 保持 基 . du e = {hs}jaes， Mae A, A, = 
(x(o,n) :n EN}. 定义 

Bı = {{x}:x E€ D}; 
Başı = {{Aa} U (x(ao, m) : m 2 n] :ao € A, ne N. 
W UJ, cs Bn Æ v(D) 的 o 内 部 保持 基 . 

(4.2) v (D) 是 拟 可 展 空间 . 对 z € v(D), {st(x, Za) : n € N,st(z, Za) Æ o} 
是 z YE YD) 的 邻 域 基 . 故 v(D) 是 拟 可 展 空间 . 

(4.3) W%(D) 是 伪 紧 空间 . WE f: v(D) 一 R 是 连续 函数 . 由 于 的 任 一 无 限 
集 有 聚 点 位 于 SP, 于 是 fip AFRA. 又 由 于 DD Æ yD) WHR, 所 以 了 是 
ARRA. 故 小 (D) 是 伪 紧 空间 . 

(4.4) v (D) 不 是 亚 Lindelof TH. 因为 Y(D) WFP tt {{Aa}U D}aens 没有 
点 可 数 的 开 加 细 , 所 以 v(D) 不 是 亚 Lindelof 空间 . 由 此 , v(D) 不 具有 点 可 数 基 ， 
不 是 cosmic 空间 , 不 是 wM 空间 ( 见 定 理 1.7.7). 

对 Isbell-Mrówka 空间 , 随 着 D 不 同 的 基数 , 反映 出 特别 的 性 质 . 

(4.5) YN) 是 可 展 空间 . AGUS =N. 对 me N, 定义 

Fa = (Lei. 
Una = {{4a} U (Aa — Fn) :a@ E ASU {{a}: x € Fa}. 
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Zi x €w(N), 则 


TÆ yN) 是 可 展 空间 . 

(4.6) Æ |D| > c, WW (D) 不 具有 o 局 部 有 限 闭 p 网 BY. 若 不 然 , BU ew Pa 
Æ v(D) IBI p W, HF, 是 局 部 有 限 的 . 由 o. 的 极 大 性 , 多 jp 是 有 限 集 , 于 
Æ Unen Pap 是 DD 的 可 数 p W, 从 而 |D| < NN = c, 矛盾 . 这 时 yD) AEE BE 
la]. 否则 , 由 定理 1.7.7, YD) 是 半 层 空间 , MA YD) 是 具有 Gs 对 角 线 的 次 仿 紧 
空间 , 因此 YD) 具有 o 局 部 有 限 闭 p 网 , 矛盾 . 

例 1.8.5B278] Michael 直线 . 

ib X =I. WR BEX ff] Bernstein 4& (105202, Bl. p. 具有 性 质 : 

(1) B RI- B 都 具有 基数 c 且 在 工 中 关于 欧 氏 拓扑 是 稠 集 ; 

(2) B 及 I 一 B 在 I 中 关于 欧 氏 拓扑 的 闭 子 集 都 是 可 数 集 . 

X 赋予 如 下 拓扑 称 为 Michael 直线 (或 关于 B 的 Michael 直线 ): G Æ X 的 开 集 
当 且 仪 当 存在 I 的 欧 氏 开 集 UV 和 B HT Z, 使 G —UUZ. 这 时 X 是 正则 空间 . 
(5.1) X Æ Lindelöf 空间 . 设 {Va}aca Æ X FEM. 对 a € A, 存在 I 的 欧 
EFR Ua 和 B RITE Za, tH Va = Ua U Za. > 
U = U{U, :a € A}. 
则 存在 A 的 可 数 集 Ai, 使 U = Ux, Ua. 由 Bernstein 集 的 性 质 , X — U 是 可 数 
R, 从 而 存在 A 的 可 数 集 A, f£ X -U C Uca, Vor X = Unseaua, Va 因此 
X Æ Lindelöf 空间 . 
(5.2) X 具有 o 互 不 相交 基 . KA 是 工 关 于 欧 氏 拓扑 的 可 数 基 , 则 
BU{{r}: 2 E€ B} 
fe X Wo 互 不 相交 基 . 由 命题 1.7.12, XÆ of 空间 . 

(5.3) X 不 是 6 空间 . 否则 , 由 定理 1.7.7, X 是 半 层 空间 . 又 由 推论 1.4.5 和 
定理 1.2.11, X 是 可 展 空 间 , 从 而 X 是 可 度量 空间 . 但 X 是 非 可 分 的 Lindelaf 空 
间 , 矛盾 . Me X A 6 空间 . 

例 1.8.65 Arens 空间 Ss. 

W X = {O} UNU(NxN). W F — N**. 以 NN 表示 从 N FIN 内 的 函数 全 
KA Stn, m,k EN, Fe F,f CN, E 

V (n,m) = {n}U ((n, k) : k 2 m), 
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H(F, f) =U{V(n, f(n)) :n EN- F}. 
X 赋予 下 述 拓扑 称 为 Arens 空间 , 简 记 为 52: 对 x c X, HX 


tz). rENxN, 
N= {V(r,m):meN)}, rcN, 
{{x}UH(F,f):FeF,f eNS z=0, 
作为 z 的 邻 域 基 . 这 时 X 是 正则 空间 . 
(6.1) X Æ g 第 二 可 数 空间 . Wn EN, BF, = {1,2,---,n}. 对 ZEX, 令 


2,2] ^ x €NU(N x N), 
"o HUN- Fy) in eN}, z=0. 


WAP, 是 x 的 弱 基 . 从 而 X 是 9 第 一 可 数 的 , 故 X 是 9 第 二 可 数 空间 . 
(6.2) X 是 对 称 度量 空间 . 对 ne N, 置 


Una = {10} U (N — F))uU(V(z,on:zeF)uUu((z)]:eNxN]). 
WU, 是 X BE rex, 


(0)U(N— Fa), x=0, 
st(z, Ya) = $ Ví(z,n), r=m<n, 
{x}, x= (m, k), n > max{m, k}. 


于 是 {%,} 是 X 的 弱 展开 . 由 命题 1.6.14, X 是 对 称 度量 空间 . 

应 当 注 意 的 是 , X 的 子 空间 X -N 既 不 是 离散 子 空间 , 也 不 含 非 平凡 的 收敛 
序列 , MA X — N 不 是 序列 空间 . 这 说 明 9 第 二 可 数 性 , 9 第 一 可 数 性 , 9 可 度量 
性 , 对 称 度量 性 , 序列 空间 性 都 不 是 遗传 性 . 

由 推论 1.6.18, X PÆ Fréchet 空间 . 

(6.3) X x (PU {0}) 不 是 序列 空间 . $ 

Y = X x (PU {0}), F = {((4,9), 1/tt+ /3) : i,j € N}. 
W|FcY H (0,0) c€ F— F, RAF ^ZEY HAR. 另 一 方面 ,对 Se 7 (Y), id 
FOS = {yn}nen- 由 于 {ri(yn)} TE X 中 收敛 ,于 是 {71 (yn)} 的 第 一 个 坐标 仅 取 
有 限 个 值 , 又 由 于 {ra(y)} Æ PU {0} 中 收敛 , 因此 {m (yn)} 的 第 二 个 坐标 也 仅 
取 有 限 个 值 . w FNS 是 有 限 集 , AMP OS 是 Y 的 闭 集 . 这 表明 Y 不 是 序列 空 
E, 所 以 对 称 度量 性 不 是 有 限 可 积 性 . 因为 Y 不 是 g 第 一 可 数 空间 , 于 是 0 在 六 
的 可 数 弱 基 与 0 在 PU {0} 的 可 数 弱 基 之 积 不 是 (0, 0) dE Y. 的 可 数 弱 基 . 

例 1.8.7B9 EFI So. 
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RY X = {O}U(NxN). Hn, mkeN, fen’, # 
W(n,m) = ((n, k) : k 2 m), 
L(f) = U{W (n, f(n)) : € N} 
X 赋予 下 述 拓扑 称 为 序列 扇 , 简 记 为 Su: Mae X, HX 


4-{ reNxN, 
{{z}UL(f):f EN}, z=0, 


作为 x 的 邻 域 基 . 这 时 X 是 正则 空间 . 
(7.1) X 是 No ZH. E 
P = {{x}:x E X}U{W(n,m) : n,m E€ N}, 
则 多 是 XX 的 可 数 网, 所 以 X 是 No 空间 . 
(7.2) X 是 Fréchet 空间 . diz € AC X, Witz € A— A, 则 z= 0. 存在 
n € N, IE W(n, 1) n. A 是 无 限 集 . 任 取 无 限 序列 {rm} C W(n, 1) n A, Wan, > z. 
因而 X 是 Fréchet 空间 . 
(7.3) X 是 M, 空间 . 由 于 NxN 是 XX 的 孤立 点 集 ,于 是 .Uh Æ X 的 闭 包 保 
持 的 开 集 族 . MOX 具有 o WARRE, 所 以 X 是 Mi 空间 . 
(7.4) X 不 是 第 一 可 数 空间 , 因为 X 在 点 0 不 具有 可 数 邻 域 基 . 
X 同 胚 于 可 数 个 收敛 序列 的 拓扑 和 的 商 空 间 . 由 此 , 可 类 似 构 造 扇 空间 . 对 
a «wi, W X, WT Si, RP Xo 的 极限 点 是 ze. 对 度量 空间 QD, Xa 的 子 
空间 A= Dacu {to}, ÉU (Boe. Xa)/A 的 商 空间 称 为 扇 空间 , 记 为 So. 
(7.5) Su, 不 具有 点 可 数 cs* 网 979, 
ibs 是 So WRA. X o < ui Y, = Xa — (s). E Su, 具有 点 可 数 cs* 网 
g,il(PeS:scP HABER} a <w, 1E YaN P 9) X {Palnen, 于 是 可 
归纳 地 选取 So 的 子 集 (ys : n € N}, 使 y, € P, — (s) HAAN yn 属于 不 同 的 
Ya. BA (y, :ne NN ESL, WAE. > 
V = San —{yn:n E N}, 
J-—[PEeS:PCV), 
H -U(Fe. X :scF). 
4scPc., 则 P 4 {P :neN}, 于 是 P 仪 与 有 限 个 Y, 相交 , 从 而 五 仪 与 
可 数 个 Y, 相交 , 因此 有 6 < wi, 1E YaN H = Ø. 设 VNn Ys = {tn : n E N}, Æ 
4 tn > s EV, FREE TEL {2n} 和 Pe 多 ,使 {s}U {zw :i € N} C P, i 
Yan H z Ø, FE. 所 以 So 不 具有 点 可 数 cs* W. 
例 1.8.8275 Michael 空间 . 
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BN 是 ff] Stone-Cech Att. WE pce GN-N, $ X - NU (p). X WF BN 
的 子 空间 拓扑 , BRA Michael 空间 . 显然 , X 是 正则 空间 . 由 于 ON 的 紧 集 或 者 是 
ARE, 或 者 基数 为 2*1%0, 于 是 X 的 紧 集 是 有 限 集 , 故 X 不 是 序列 空间 . 

(8.1) X 是 No 空间 . 因为 X 的 紧 集 是 有 限 集 , {x}: x E X) Æ X WPA k 
网 , 所 以 X 是 No 空间 . 

(8.2) X 是 M, 空间 . 由 于 N Æ X 的 孤立 点 集 , p 的 开 邻 域 基 是 X 的 闭 包 保 
持 集 族 , 于 是 X 具有 o 闭 包 保持 基 , 故 X 是 Mi 空间 . 

例 1.8.99! — Alexandroff 双 箭 空间 . 

W X -—Ix1(01:—1(00)(1,1). 定义 集合 X 的 字典 序 < 如 下 : 对 
(a,b), (s, t) € X, (a,b) < (s,t) HHNH a< s 或 =s 且 0< 全 序 集 (X,<) 
赋予 序 拓扑 称 为 Alexandroff 双 箭 空间 , 或 Alexandroff-Urysohn 双 箭 空间 . 

对 z= (a,b) € X, x WATCH UI: 4 b = 0, ((a—1/n,1), £] = (x)U((s,t) : 
a—l/n<s<a,t= 0,1}; Æ b = 1, |x, (a + 1/n,0)) = {x} U {(s,t):a < s < 
a+ 1/n,t = 0,1). 

在 分 析 X 的 性 质 之 前 , 先 回忆 右 半 开 区 间 拓 扑 . 取 9 是 实数 集 , 以 多 = 
{[a,b) : a,b € S) 为 基 生 成 5 的 拓扑 , 称 为 右 半 开 区 间 拓 扑 99913, Sorgenfrey 直线 
拓扑 9591, 空间 5 称 为 Sorgenfrey 直线 . WA, S 是 可 分 的 正则 空间 . 

(9.1) S 是 遗传 Lindel6f 空间 . 

dir 是 恨 的 欧 氏 拓扑 . 设 A CcC S， 若 多 的 子 集 {U} Bm A, > 
U = Uses intr (Us), 则 某 可 数 集 族 {intr (Uan) jnen BU. B= A-U. E 
b € B, 则 存在 sy > b, 使 (0,s6) B= Ø. AAT {(b, sb) : be B) ÆR PHA 
的 开 区 间 集 , 于 是 B 是 可 数 的 . 所 以 存在 {Us。}aen 的 可 数 子 集 覆 盖 4. 故 4 是 
Lindelöf 空间 . 

(9.2) S 是 单调 正规 空间 1:697. 

设 FSK Æ S 中 不 相交 的 闭 集 . Xp xc F, 取 定 


- | +; (z, +œ)N K =Ø, 
7 inf((z,too)NK), itb, 


Wa<s, H [z£ s) OK = Ø. $ D(F, K) = U{|zr, sz): x € F}. WJ F c D(F, K) € 
T(S). AWE D Æ S 的 单调 正规 算 子 , RUE D(F, K) CS - K. Wy € K, 存在 
z»yf&[yznF-se.dzreF,Nl[r, s.))n[y z) = 2, MA fy, z) AD(F, K) = Ø, 


从 而 y ¢ D(F, K). 故 5S 是 单调 正规 空间 . 
(9.3) S 不 是 p 空间 . 
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先 说 明 S 不 是 可 度量 空间 .否则 , S 是 第 二 可 数 空间 , 于 是 多 的 某 可 
数 集 {lan bn) jnen Æ S 的 基 . Me 6 S — (a, :ne€N}), 则 存在 m eN, 使 
c € [am, bm) C [c c + 1), 从 而 c= am, 矛盾 . 所 以 S 不 是 可 度量 空间 . 

WR S 是 6 空间 , 设 g 是 5 的 6 函数 .不妨 设 g(n,7z) C [z,x+1/n), Wo 是 
S 的 可 展 函 数 . EKE, 若 S 的 点 z 及 序列 {rn}, {yn} WE {x,a} C g(n,yn), W 
{yn} IFES FG RH. yn € T, 8n < Yn  1/n, FÆ y, x, Mil x, x. 
此 , S 是 可 展 空间 , 所 以 S 是 可 度量 空间 , 矛盾 . 

若 实 数 集 S 赋予 以 {(a : a,b € S) 为 基 生 成 的 拓扑 , 则 称 S 是 左 半 开 区 间 
拓扑 . 下 面 转 入 讨论 Alexandroff 双 箭 空间 的 性 质 . 

(9.4) X 是 不 可 度量 的 紧 空 间 . 由 于 X 的 子 空 间 (0,1] x (1) 具有 右 半 开 区 间 
拓扑 , 所 以 X 不 是 可 度量 空间 . 又 由 于 X 是 具有 上 确 界 性 质 的 全 序 集 , 且 X 自身 
是 闭 区 间 [(0,1), (1,0)], 所 以 X 是 紧 空 间 . 当然 , 可 直接 证 明 X 是 紧 空 间 . 因为 右 
半 开 区 间 拓 扑 和 左 半 开 区 间 拓 扑 都 是 遗传 Lindel6f 空间 , 所 以 X 是 遗传 Lindel6f 
空间 , 为 此 只 须 证 明 X 的 无 限 子 集 有 聚 点 . 对 X 的 无 限 集 Y, m (Y) 作为 工 的 无 
限 集 关 于 欧 氏 拓扑 具有 聚 点 a, 于 是 (a,0) 或 (a,1) BY dE X 的 聚 点 . 

(9.5) X WARE X 中 具有 可 数 邻 域 基 . 由 收敛 引 理 , 只 须 验 证 X 是 perfect 
空间 . 对 X 的 非 空 开 集 G, FEH X 的 开 集 组 成 的 G 的 覆盖 4, EG 的 每 一 元 
XT X 的 闭 包含 于 G 中 . 因为 G Æ X H Lindelof Fl), FEY 的 某 可 数 子 集 
mG. 从 而 G Æ X W F, f. 

例 1.8.10!) 存在 局 部 紧 空 间 X, 满足 

(1) X 具有 由 有 限 集 组 成 的 财 包 保持 覆盖 ; 

(2) X 具有 由 既 开 且 闭 的 紧 集 组 成 的 点 有 限 履 盖 ; 

(3) X 不 是 次 仿 紧 空间 . 

让 ws 是 基数 为 No 的 第 一 个 序数 . Ye X = we x we — {(0,0)}. X a € wa — {0}, 
ü 


Ha = w2 x {a}, Va = {a} x w2. 
X 赋予 拓扑 : 对 a € ws 一 {0}, (0,0) 的 邻 域 基 元 形 如 {(0,0)} U (Ha — F), Fe 
H£";(a,0) 的 邻 域 基 元 形 如 {(a,0)} U (Va — F), Fe VS"; X 的 其 余 点 是 孤立 点 . 
显然 , X 是 局 部 紧 空 间 . 
(10.1) 对 (a, 8) € X, ŒX F(a, B) = {(a, 2), (a,0), (0,6). E 
F = {F(a, b): 0< 0,8 « uy}, 
WW F 是 X 的 闭 包 保 持 闭 覆 盖 . 
(10.2) 置 
P = {Hx : a € w — {O}} U {Va :a E w2 — (0), 
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则 多 是 XX 的 由 开 闭 紧 集 组 成 的 点 有 限 覆 盖 . 因此 X 是 亚 紧 空间 . 

(10.3) # A,B c X, 且 每 一 AN Va, BO Ha 是 可 数 的 , WX 2 AU B. 否则， 

让 

Bo = sup{ £ : (a, 8) € ANV,,a € w1}, 
IBA Bo <w: HX 的 非 空 集 wi x (we — (Bo + 1)) Ei A 不 相交 ,于 是 wi x (ws 一 
(Bo +1)) C B. Wô Ew — (Bg +1), Ww x (6) C Bin Hs, 矛盾. 

Xx BINH D 存在 加 细 U cn Pn HEF, 是 离散 的 . BA, 中 分 别 
ETF V, 或 及 ,中 的 元 素 全 体 记 为 加 5126, BAF, — Y,026. 对 neN, 置 
An = UH, Bn = UV. 对 a € wo, 存在 (a,0) 的 邻 域 交 A, 至 多 一 个 元 , 因此 Va 
仅 交 26, 的 有 限 个 元 , 从 而 A, 0 Vs 是 有 限 的 . 类 似 地 , B, N Ho 是 有 限 的 . 所 以 ， 
由 (10.3), X # Unen(An U Bn), Bl Unen Pn DEX 的 覆盖 , 矛盾 . WX 不 是 次 
仿 紧 空间 . 

本 节 的 后 一 部 分 , 举 几 个 说 明 空 间 类 关于 某 些 运算 性 质 不 保持 的 例 . 首先 , 讨 
论 遗 传 性 问题 . 

例 1.8.11 MEREM 8. 空间 性 质 之 间 的 拓扑 性 质 不 是 开 遗 传 性 质 . 

RESE D, 使 |D| > c. 由 例 1.8.4, Y(D) BIE 8 空间 的 局 部 紧 空间 . 让 2 是 
w(D) 的 Alexandroff 一 点 紧 化 , 那么 Z 是 紧 空 间 . 由 于 2 的 开 子 空间 vw(D) 不 是 
B 空间 , 因而 介 于 紧 性 和 6 空间 性 质 之 间 的 拓扑 性 质 不 是 开 遗 传 性 质 . 

其 次 , 说 明 对 可 积 性 为 什么 一 般 只 讨论 可 数 可 积 性 . 

1.8.12 N^: 不 具有 拓扑 性 质 : 点 Gs VER, q 空间 性 质 , 8 空间 性 质 . 

记 X =NY. BR, X 不 具有 点 Gs HM. 

(12.1) X 不 是 gq 空间 BAAR, 设 g BX 的 gq 函数 . 不 妨 设 g(n,z) EX 
的 基本 开 集 . Mz € X, 使 对 a < w, ra(z) = 1. FEB < w, HRM m EN, 
Ta(g(n,z)) =N. 对 ne N, Ran € X, WE 


_) & acw- {p} 
= n, a B, 


W £n € g(n, z), 但 是 {zn} 没有 聚 点 , 矛盾 . WX 不 是 9 空间 . 
(12.2) X 不 是 B 空间 . BARK, Kg EX 的 6 函数 . WX 的 基本 开 集 了 , E 
R(V) = {a < w : Tal V) # N}. 
取 zi € X, 使 对 a < wi, Talai) = 1. ÀE V Hx, 的 基本 邻 域 ( 即 形 如 基本 开 集 的 
邻 域 ) 且 C g(1,21). Mao € X, 满足 


role ={ Ta(21), o € R(V), 
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让 Vo AE xo 的 基本 邻 域 且 V2 C g(2,22),R(Vi) C R(V2). 利用 归纳 法 , 可 选取 X 
的 序列 {£n} 及 基本 邻 域 列 {Va}, 满足 
(i) wi € V, C gn, En); 
(ii) R(V4) C R(Va41), 
(iii) 
|] Te(z4) «€ R(Vn), 
m | nl ce RV). 
现在 , Ma e X, 使 


TN To(zx4), TENEN, 使 a € R(V,), 
a E 1, Qe = Unen R(Va), 


则 对 ne N A x € V, C g(n,z«). ERB € w — Unen RVn), BA me(tn) = n, 
于 是 {tn} 没有 聚 点 , 矛盾 . WX DE 8 空间 . 

最 后 一 例 说 明定 理 1.5.11 中 的 强 忆 空间 性 质 不 可 以 用 半 度 量 性 质 蔡 换 . 先 证 
明 两 条 引 理 (289) 

引 理 1.8.13(CH) 设 {nhe 是 集合 X EM (weight) 不 超过 ec 的 拓扑 族 ， 
其 中 |A| <c. EX 的 可 数 集 4 不 是 小。 六 的 一 个 可 数 子 集 的 交 , 则 存在 X 的 
含 4 的 不 可 数 集 Y, 满足 Y 关于 每 一 六 是 Lindelöf 子 空间 . 

WEBB 对 入 eA, 设 和 级 ETM (X, n) 的 基数 不 超过 c 的 基 , 不 妨 设 DY 关于 
可 数 并 封闭 . 置 


U =U E: ACU, AEA}. 

由 CH, |Z| < N. WY = (Us)ocu. 因为 对 a < wi, Noca Us — A 是 不 可 数 
R, 可 选取 X BITE {ta : a <w}, IE £a € (ge Ue — (z6:8 < a})-A. > 
Y = AU {za : Qa < w1}. 往 证 对 a € A, Y Æ (X,7,) BJ Lindelöf 子 空间 . i r 的 
子 集 BAY, POE c4. WY 的 覆盖 AKTAR, SW =U. 那 
4 W e 4, FRA a «wi, f£ W = Ua. fü Y —W 是 可 数 的 ,所 以 及 的 可 数 集 
F Bim Y —W. 这 时 Y mjupmES o uU. BY, 从 而 Y XT n Æ Lindelöf F 
空间 . 

例 1.8.14 FER? WIGS 1 与 n, 满足 

(1) (R2, 1) 5 (R°, 72) 是 两 个 同 胚 的 正则 半 度 量 空间 ; 

(2) Æ Q? CZ CR? H.JIZ| — c, W (Z, m) x (2,72) 不 是 正规 空间 ; 

(3) Q? A nUn 的 可 数 子 集 之 交集 ; 

(4)(CH) FE R KHE Q 的 不 可 数 集 Z, f (Z, m). (Z, 72) 是 两 个 同 胚 的 遗传 
Lindelöf 空间 . 
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WEBB 为 了 叙述 方便 起 见 , 例 1.8.2 所 定义 的 Bt(z,1/n) BA x 的 水 平 领结 形 
邻 域 , 用 类 似 方法 可 定义 垂直 领结 形 邻 域 . 以 nr» 分 别 表示 R? 上 由 水 平 领结 形 
邻 域 , 垂直 领结 形 邻 域 生成 的 RR? 的 拓扑 . 

(14.1) 由 例 1.8.2, (R?, n) 是 正则 半 度 量 空间 . X (x,y) (y, x) 是 (R?, 71) 
到 (R2, 75) 的 同 胚 映射 , 所 以 (R2, 75) 也 是 正则 的 半 度 量 空间 . 

(14.2) & E = (Z,n) x (Z, r2), WA Q? x Q? Æ E 的 可 数 稠 集 , 而 {(z,z) : 
x EZ} Æ E 的 基数 为 c 的 闭 离散 子 空间 . 由 Tietze 扩张 定理 , E 不 是 正规 空间 . 

(14.3) 以 了 表示 R? 的 欧 氏 拓扑 . 若 Q? CU € Um, ABA int,(U) 在 (R?,7) 
中 稠 . 由 Baire 范畴 定理 , Q? 不 是 (R?,7) 的 可 数 个 开 笛 集 之 交 , 从 而 Q? 不 是 
TUT. 的 可 数 子 集 之 交 . 

(14.4)(CH) Hi (14.3) 及 引 理 1.8.13, 存在 R ff Q 的 不 可 数 集 Y, HEY X 
F 71,7 BÆ Lindelöf 子 空间 . € Z= Y UY*, HH Y* = {(y,2) : (x,y) € Y}. 
ELT OY 和 YY* XT n Æ Lindelöf 空间 , 于 是 2 RF 7 Æ Lindelöf 空间 . 又 由 于 
半 度 量 空间 是 perfect 空间 , 所 以 Z RF r 是 遗传 Lindelaf 空间 . 显然 , (Z, m) 同 
JAF (Z, 72), 因而 (Z, 72) 也 是 遗传 Lindelaf 空间 . 

由 例 1.8.14 的 (2) 和 (4), 有 下 述 推论 . 

推论 1.8.1562, 2831(CH) 存在 正则 遗传 Lindelaf 的 半 度 量 空间 Z, 使 Z? 不 
是 正规 空间 . 

问题 1.8.16Ps3 ”是否 存 在 正则 遗传 Lindel6f 的 半 度 量 空间 X, 使 X? 不 是 
正规 空间 ? 

问题 1.8.1704) 是 否 存 在 非 o 空间 的 正则 遗传 Lindel6f 的 半 度 量 空间 ? 
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一 般 拓扑 学 的 发 展 过 程 中 , 由 于 各 种 数学 领域 的 参与 及 本 领域 内 部 问题 的 动 
Jj, 产生 了 各 式 各 样 的 拓扑 空间 类 . 对 这 些 看 起 来 千姿百态 的 对 象 进 行 精细 的 分 析 
和 广泛 的 分 类 , 是 一 般 拓扑 学 存在 的 必要 条 件 , 并 且 是 它 主 要 的 内 部 课题 D. 在 
1961 年 布拉格 拓扑 会 议 上 , Alexandroff?! 提出 两 类 问题 : 

问题 2.0.1 什么 空间 类 可 以 表 为 “好 的 ”空间 类 (如 度量 空间 类 , 零 维 空间 类 
等 ) 在 “好 的 ”连续 映射 下 的 象 ? 

问题 2.0.2 ”什么 空间 类 可 以 由 “好 的 ”映射 类 映 入 “好 的 ”空间 类 ? 

Alexandroff 问题 是 用 映射 对 空间 进行 分 类 的 思想 , 导致 了 空间 与 映射 相互 分 
类 的 方法 . Alexandroff 和 Arhangel’skii?4] 认为 , 该 方法 的 实质 是 下 述 三 个 密切 
联系 的 基本 问题 : 

问题 2.0.3 在 什么 情况 下 , 某 个 特定 类 o. 中 的 每 个 空间 , 在 属于 类 多 的 映 
射 作用 下 , 能 够 被 映 成 类 多 中 的 某 个 空间 ? 

问题 2.0.4 WR 多 (of) 是 类 e 中 的 空间 在 属于 类 .多 的 映射 作用 下 的 象 空 
间 全 体 , 那么 类 .多 (cy) 中 的 空间 具有 怎样 的 内 部 特征 ? 

问题 2.0.5 HFA, B) 表示 一 类 映射 , 其 定义 域 与 值 域 分 别 是 类 A, KB 
中 的 空间 , WH 是 另 一 映射 类 , 则 类 F (e, 22) n A 中 的 映射 有 哪些 性 质 ? 

特别 地 , 上 述 的 一 般 提 法 包含 了 下 述 问题 : 

问题 2.0.6 ”在 各 类 映射 作用 下 , 哪些 拓扑 性 质保 持 不 变 ? 

TEHRI RSR, BK Alexandroff-Arhangel’skii 问题 的 意义 在 于 用 映射 
作为 工具 揭示 各 种 拓扑 空间 类 的 内 在 规律 , 将 映射 作为 纽带 把 五 花 八 门 的 拓扑 空 
间 联 结 于 一 体 . 实践 表明 A 2101. 这 原则 不 仅仅 给 一 般 拓 扑 学 中 许多 经 典 的 课题 灌 
输 了 新 鲜血 液 , 而 且 产生 了 众多 新 的 研究 方向 , 带 来 了 20 世纪 60 年 代 末 期 至 整个 
20 世纪 80 年 代 一 般 拓扑 学 的 繁荣 景象 . 

怎样 的 空间 类 可 以 视 为 是 Alexandroff 问题 中 “好 的 ”空间 类 ?怎样 的 映射 类 
可 以 看 成 是 Alexandroff 问题 中 “好 的 ”映射 类 ? 度量 空间 是 研究 问题 的 开端 , 而 
商 映 射 、 伪 开 上 映射 、 开 映射 和 闭 映射 确实 达到 了 “好 的 ”映射 的 要 求 . 本 章 跟 随 
Alexandroff 的 思路 , 研究 度量 空间 在 一 些 重要 映射 类 下 象 或 逆 象 的 内 在 特征 . 

约定 : 82.1 中 映射 指 连续 函数 , 82.2~83.9 中 映射 均 是 连续 的 满 函数 . 
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2.1 BR Hp 类 


AC BUI — Ee SE ISI xt NC I EER. 映射 类 之 间 的 关系 是 极为 丰富 的 , 在 
此 仪 曾 明 以 后 各 节 需 要 的 若干 性 质 . 映射 引 理 反映 了 映射 间 的 转换 关系 . 

定义 2.1.1 WHR f: X >Y. 

(1) f 称 为 商 映 射 391, BU CY H f (U) er(X), WU e r(Y); 

(2) f 称 为 伪 开 映射 POI, EX y € Y, f! (y) CV er(X), Wh y € FV); 

(3) f MA ROS E 950. 车 对 wy e Y 及 的 覆盖 f(y) 的 开 集 的 可 数 
HKU, FE PEW", tye fP); 

(4) f 称 为 开 上 映射 991, d V e r(X), W f(V) e r(Y); 

(5) f 称 为 闭 映 射 069, 27 FP e z*(X), W f(F) e r*«(Y). 

先 指出 函数 的 两 个 基本 关系 . 设 函 数 A: X 一 Y. HAC X,B CY, MA 

(1 f!(B) CAS BCY -f(X — Ay 

(2) f(An f (B)) = f(A)n B. 

命题 2.1.2 (1) FRJ > 可 数 双 商 映 射 > 伪 开 上 映射 — 商 映 射 ; 

(2) 闭 映射 => 伪 开 映射 . 

证 明 只 须 证 闭 映射 — 伪 开 映射 — 商 映 射 . 设 映 射 f :XX 一 了 . 

若 了 是 闭 映射 ,如 果 y eyY 及 fi(y) cVer(X), BAyeY—-f(X-V)c 
IV), 于 是 ye fV). he f BAT BH. 

E f 是 伪 开 映射 , WRU CY K fU) €7r(X), EA yec UA fy) c 
fo), 从 而 ye U*, RUE U e r(Y). Kf BRB. 

有 例子 说 明 并 非 伪 开 映射 是 开 映 射 和 闭 映射 的 复合 映射 B1. 下 面 考虑 一 组 对 
纤维 附加 条 件 的 映射 . 

定义 2.1.3 WHR f:X—Y. 

(1) f 称 为 紧 映射 B39 (可 数 紧 映 射 , 工 BR, s 映射 ), Ay e Y, 则 了 -1(y) 是 
X 的 紧 集 (可 数 紧 集 , Lindelof 集 , 可 分 集 ); 

(2) f MAWR ARH B90 (边缘 可 数 紧 映射 , WAL 映射 ), Xp y € Y, hu 
Of-\(y) Æ X 的 紧 集 (可 数 紧 集 , Lindelöf 集 ); 

(3) f MAR AR 9901. 4 上 是 闭 且 紧 的 映射 ; 

(4) f PRA RACES UM, 若是 闭 且 可 数 紧 的 映射 . 

习惯 上 将 “perfect mapping’ EW “SER BUN”. 本 书 按 全 国 自 然 科 学 名 词 审 
定 委员 会 公布 的 《数学 名 词 》 (科学 出 版 社 , 1993) 统一 译 为 “ 道 紧 映射 "， 从 而 将 
“quasi-perfect mapping” 译 为 “ 逆 可 数 紧 映射 ”, 不 使 用 术语 “ 拟 完 备 映 射 ” 显然， 
逆 可 数 紧 映射 是 可 数 双 商 映射 . 
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定义 2.1.4 HBR f:X—Y. 

(1) f 称 为 紧 覆 盖 映射 Ps0, E K e A (Y), 则 存在 Le %(X), 使 1(L)=; 

(2) f 称 为 序列 覆盖 映射 859, E S e .FZ(Y), 则 存在 Le .%(X), 使 f(L)=5; 

(3) f 称 为 序列 商 映 射 55. 若 S e (Y), WEE LE A(X), tH f(L) BS WY 
子 列 . 

提醒 读者 注意 , 文献 中 冠 以 “序列 覆盖 映射 ” (sequence-covering mappings) 之 
名 的 有 些 映射 的 含义 是 不 同 的 . 下 面 给 出 一 些 映射 类 的 等 价 条 件 . 

命题 2.1.57 Kea fs X OY. f 是 伪 开 映射 当 且 仅 当 对 BCY,fs 是 商 
映射 . 

证 明 x f 是 伪 开 上 映射. X] B CY, fs:f-1(B) 一 B 是 伪 开 映射 ,所 5D fs 
是 商 映射 . 

RÉZSyeYE&f(ycVes(Xu4ye4f(Vy,ibz-yY-f(V). 如 果 
y E28-2, 令 F=2ZU{y), JA Z PÆ F RAR. 因为 fr 是 商 映 射 ,所 以 fZ) 
不 是 f^! (F) KAR, 从 而 存在 ze fZ) N f^ (y), 因此 y= f(z) e f(f-1(2))， 
mec I MZ). Age EOV) Cc IY nv e TU S- V), 于 是 
FUNA- V), FE. Wf AFB. 

伪 开 映射 的 上 述 等 价 叙述 称 为 遗传 商 映 射 (201. 

命题 2.1.65 设 映射 f: X OY. f 是 序列 商 映射 当 且 仅 当 对 下 CY, 若 
JF) Æ X 的 序列 闭 集 (序列 开 集 ), WA F 是 Y 的 序列 闭 集 (序列 开 集 ). 

证 明 ff 是 序列 商 映 射 . OX OF CY, WE HEF) E X 的 序列 闭 集 , E FO 
是 Y 的 序列 闭 集 , 则 P 含 序列 {yn}, fy, >y EY 一 了 ,于 是 存在 {yn} 的 子 列 
[ys] AX WAPI {as}, BE ri € fun) Hx; > x € f! (y). XI x € f^! (F), 
Mil y € F, 矛盾 . 

反之 , Y 的 序列 {yn}, y. y, 不 妨 设 所 有 yn zy. AF {yn :neN) 
不 是 Y 的 序列 闭 集 , FÆ Uf yn): n € N} 不 是 X 的 序列 闭 集 , 而 f (y) U 
(U{ f (Yn) : n e N}) Æ X 的 序列 闭 集 , 从 而 存在 序列 (py) C ULF yn): n € 
N}, f p, > x € f-(y) BF Fyn) 是 序列 闭 集 , MES ARS p 属于 
f£ s), 因此 存在 子 列 {yn} Rp € f^ (gu). & L = (x) U {pr : i € NJ, Wt 
Le S(X) EFI) & (y) VU {yn :n EN} 的 子 列 . 故 了 是 序列 商 映 射 . 

命题 2.1.7401 设 映 射 f : X —Y. 了 是 闭 映射 当 且 仅 当 对 y eY 及 
fy) CU €7(X), FEV ec(Y),f&y ev RH f! (V) CU. 

证 明 设 f 是 闭 映射 . ye Y Rf ly) CU E7(X), KvV2yY-f(X-U), 
那么 yeV er(Y) 且 f-1(V)cU. 

反之 , 设 FeT(X). MyeY—-f(F) foc) CX-Fer(X), 于 是 存在 
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Vec(Y,fiyeV Hf?(V) c X- F, AmVnf(F) = 2, & f(F) e v«(Y). 
所 以 了 是 闭 映射 . 

命题 2.1.80] 设 映 射 f: 久 一 Y,g: 久 一 2Z. E f 是 道 紧 映 射 , 则 fAg 是 
道 紧 映 射 . 

证 明 置 h = fA g. Wh 可 表 为 下 述 两 映射 之 复合 : 

idxAg:X— XxZ,fxidzs:XxZ—YxZ. 
由 于 idx 分 离 X 的 点 与 闭 集 , 依 对 角 线 引 理 , idxA 9 JE PRU, 从 而 是 逆 紧 映射 . 
又 由 于 f, idz 都 是 道 紧 映 射 , 于 是 f x idz 是 逆 紧 映射 . Won 是 逆 紧 映射 . 

推论 2.1.9 WO 是 满足 闭 遗 传 性 和 有 限 可 积 性 的 拓扑 性 质 . 车 对 空间 X, FF 
在 一 对 一 映射 上: X 一 Y RARI g: X >o Z, HY, Z RATER, x 
具有 性 质 9. 

证 明 Hh—fA^g:X Y xZ. 由 命题 2.1.8,h EZKI, 而 hh 又 是 一 
对 一 映射 , 所 以 h ERKA, 故 具有 性 质 更 . 

命题 2.1.10) Æ X 是 紧 空 间 , 则 对 任何 空间 YYxi:Y x X — Y WAR 
射 . 

证 明 显然 , ri 是 紧 映 射 . E F ery x X), WR y dm (F), Wy} x X)n 
F=2, 于 是 存在 了 中 含 y 的 开 集 V ,使 (V x X)NOF =o, Mh Vam(F) = g, 
因此 m (F) € r*(Y). Wm 是 闭 映 射 . 

本 节 第 二 部 分 讨论 在 一 定 条 件 下 , 映射 类 之 间 更 为 精细 的 关系 . 先 介 绍 两 个 概 

定义 2.1.11 (1) X 称 为 强 Fréchet 空间 9991, 25 {An} Æ X 的 递减 的 集 列 
E z € (ey An, WEE tn € An, f m, > c. 

(2) X PKA k jg] 9, 若 对 4 c X, MRR K e W(X) A KnAe (X), 
那么 A e r*(X). 

显然 , 第 一 可 数 空间 = 强 Fréchet 空间 = Fréchet 空间 > 序列 空间 = k 空 
la]. 由 定义 , 强 Fréchet 空间 是 可 加 性 和 遗传 性 ; k 空间 是 可 加 性 , 开 遗 传 性 和 闭 遗 
传 性 . 

命题 2.1.12 (映射 引 理 ) WHR f: X — Y. 


(1) EY 是 空间 , /为 紧 覆 盖 映 射 , 则 f 是 商 映 射 PS; 

(2) EY 是 序列 空间 , /为 序列 商 或 序列 覆盖 映射 , 则 f 是 商 映射 55, 9501; 
(3) Æ Y Æ Fréchet 空间 , f 为 商 映 射 , 则 是 伪 开 映射 Pos 191; 

(4) Æ Y 是 强 Fréchet 空间 , /为 商 映 射 , 则 了 是 可 数 双 商 映射 551; 

(5) di X 是 序列 空间 , f 为 商 映射 , 则 f 是 序列 商 映 射 991. 


2.1 映射 类 . 43- 


证 明 (1) RF CY, HHF) e r*(X). X K € HY), 存在 Le IF (X), 
使 f(D) = K. HT f? (F)nLeJC(X), Té FnK = f(f^(F)nL) eX (Y) c 
T*(Y), PUP ery). Mf PRP. 

(2) d f 是 序列 覆盖 映射 , 则 了 是 商 映 射 的 证 明 同 (1), 只 须 将 (1) 中 的 UE (Y) 
换 为 SY). Hf BRB, RP CY, H fF) eE r(x), W] f^ (F) d X 
的 序列 闭 集 . 由 命题 2.1.6, F 是 Y 的 序列 闭 集 , MA F e c*(Y). 因而 上 是 商 映 
射 . 

(35x yeY &f(ycVer(X),ZyeY-f(V» -Y- f(V), WHE 
序列 {yn} CY — FV), f£ y, > y. & 

Z={yn:nEN}, F = fZ). 
那么 五 C fZ) = Fufy). AW fy) cV, EVAF = e, PMA f! (y)nF = 
Ø, Milt F €7°(X), FÆ f (Y —Z)=X—Fer(X), AY -Z e€ r(Y), 
盾 . My € f(V)°, 所 以 f 是 伪 开 映射 . 

(4) E f 不 是 可 数 双 商 映射 , 则 存在 y CY RX 的 覆盖 f (y) 的 开 集 的 可 
BUR {Ui hien, HM n e Ny € Y - (UU) = Y —fUie, Ui). BT Y 是 强 
Fréchet 空间 , FE yn € Y — f(Uie, Ui), Eyn > y. & E= (y :neN, F= 
{y} U E. 由 (3) 和 命题 2.1.5, fr 是 商 映 射 . HFE DEF 的 闭 集 , 所 以 f! (E) 
不 是 f! (P) 的 闭 集 , 于 是 存在 x € FOE) f! (y), 从 而 存在 mm EN, 使 x € Um, 
EUH k > m, 使 f (yy) QU, Z D, BA yk € f(Um), HIB. 故 f 是 可 数 双 商 映 
5j. 

(5) FCYH/f'(F)4xX 的 序列 闭 集 , WPF) 是 X WAR, Mit p 
是 的 闭 集 , 于 是 是 Y 的 序列 闭 集 . 由 命题 2.1.6, f 是 序列 商 映 射 . 

命题 2.1.13 WHR f: X oY, 其 中 X 具有 点 Gs 性 质 . APRA ZL 
RL, 则 f 是 序列 商 映 射 . 

(1) f 是 序列 覆盖 映射 ; 

(2) f 是 闭 映 射 , X 是 正则 空间 247), 

证 明 (1) W S c .7 (Y). FEK € H(X), E f(K) = S. WS = {y}U {yn : 
n € N}, ËP yn y. Mean € f(y) NK， 由 定理 1.7.7, 存在 {cn} 的 子 列 
{Zn}, 使 zj, 一 x € fly). 从 而 了 是 序列 商 映 射 . 

(2)o Y 中 收敛 于 yy 的 非 平凡 序列 {yn}, WE zw € f (ys). HF f 是 闭 映 
SN, {cn} WEA FG PE ER. 让 xz 是 {zx} HRA {V,} 是 xz 的 开 邻 域 列 , 使 
Vn C Vn H {£} = Mren Vn- 取 {zn} 的 子 列 {te}, IE tk € Ve. iE p Æ {te} 的 任 
一 子 列 的 聚 点 , BA pE 门 ,wn Vk, PED =x. 这 说 明 z 是 {te} 的 唯一 聚 点 , 所 以 
{te} FE {an} 的 收敛 子 列 . 故 f 是 序列 商 映 射 . 
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引 理 2.1.142 255 设 f:X oY 是 闭 映射 , 其 中 X 是 正规 或 可 数 仿 紧 空 
间 . du Y 是 v 空间 或 强 Fréchet 空间 , 那么 是 边缘 可 数 紧 映 射 . 

证 明 若 存在 y seY, 使 9 广 !() 不 是 X 的 可 数 紧 集 , m of y) 有 可 数 闭 
离散 子 空间 {xz; : i CN}. 由 于 XX 是 正规 或 可 数 仿 紧 空间 , 存在 X 的 局 部 有 限 的 
开 集 族 {V :ieN)}, 使 ze 人 态 ( 见 附录 和 A 定理 1.11). 

(1) RY 是 g 空间 .让 g 是 Y 的 g 的 函数 .因为 zi e afty), AA 
纳 法 可 选取 zy e Vi N FH, y)) — F (y), ziti E Viri N fgl + 1,y)) — 
f£ cs) BF fz) € gli, y), CGO) HAUS. 然而 zi EV H f 
是 闭 映射 , 于 是 {f(z;)} 无 聚 点 , 矛盾 . 

(2) WY 是 强 Fréchet 空间 . AF z; € Vin Of! (y), 所 以 

y € f(W) - ty) € F(U,,; V) - {y}- 
于 是 存在 多 € f(U;:; Vj) - fy}, E y 一 y. 因为 {Vi : i € NJ 是 局 部 有 限 集 族 且 
f 是 闭 映射 , 存在 (yi) 的 子 列 {yi,}, f (yi, : k ON} 是 Y 的 闭 离散 集 , 矛盾 . 

引 理 2.1.1507] 设 f:X 一 Y As, 则 存在 X 的 闭 子 空间 2 满足 : 对 
y € Y, (fiz) u) 或 者 是 单 点 集 , 或 者 是 非 空 集 Of (y). 

证 明 对 yeY, 取 定 p, Ef y). & 

Z-U(8f "(y):8f "(y #20}U {py : OF (y) = 2). 


由 于 
X — Z = (Uf! (y)? :0f 1 (y) # ONY 
(U{F (y)? — {py} : OF (y) = 2). 
ZET (X). 显然 , y EY, (fiz) !(y) 或 者 是 单 点 集 , Bored of (y). 
命题 2.1.1627 KX 是 仿 紧 空间 . Ef: XY 是 满 的 闭 映 射 , 则 了 是 紧 


证 明 XY 的 非 空 紧 集 K, 由 引 理 2.1.14, fx 是 边缘 紧 映 射 , 再 由 引 理 2.1.15， 
FE fK) WATTEN L, 使 frr EO, FÆ Le OF (X) Hf) =K. 

因为 正则 Lindelöf 空间 是 仿 紧 空间 , 由 命题 2.1.16, 正则 空间 的 满 且 闭 的 工 BÀ 

问题 2.1.17899 EEA A] Y, BEE AR fs X 一 了 是 可 数 双 商 映 
射 . 

5|38 2.1.14 导出 一 般 性 问题 . 

问题 2.1.1809 W f: X SY 是 闭 映射 . 空间 X 或 Y 附加 什么 条 件 , 对 每 
—ycY,0f-!(y) 具有 较 好 性 质 ? 

定理 2.2.2, 引 理 2.7.20, 定理 3.4.16 和 3.8.17, 推论 3.8.18 等 均 与 这 问题 相关 . 
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2.2 JW EE gh 


道 紧 映射 在 映射 理论 中 的 重要 性 , 正如 紧 空间 在 一 般 拓 扑 学 中 所 起 的 作用 一 
FÉ, 是 无 可 非议 的 . 本 节 的 主要 目的 是 给 出 度量 空间 关于 逆 紧 映射 的 象 和 逆 象 的 刻 
画 , 由 此 导入 系列 的 广义 度量 空间 , 如 p 空间 , 相关 的 度量 化 定理 , 同时 介绍 了 刘 
应 明和 刘 立 榆 2 鸭 关 于 粘着 空间 的 度量 化 定理 . 

定理 2.2.11504 363] 逆 紧 映射 保持 可 度量 性 . 

证 明 d f:X—Y 是 逆 紧 映射 , 其 中 x 是 可 度量 空间 . 由 Stone 定理 , X 
是 仿 紧 空间 , Man Y 是 仿 紧 空间 ( 见 附录 A 推论 1.3). Ay TUE Y 是 可 度量 空间 ， 
只 须 证 了 是 可 展 空间 . 由 定理 1.3.5, 存在 X 的 展开 {Yn}, Na BMA Y. 

(1.1) E X WIETZE K, fst(K Yn) es Æ K TE X PERRA. 

XyeY nen, # 


Uyn = st(f ^ (y), Ya), 
Wy, =Y — f(X — Uy), 
Vyn = fO). 

那么 f(y) C Uyn. 从 而 ， 

(1.2) y eus (Y) C Vyn C Uyn. 

(1.3) {Wyn}nen 是 y 的 局 部 基 . 

由 于 f 是 闭 映射 , Wy, 是 Y 的 开 集 . 设 W 是 y 的 开 邻 域 , 那么 f^! (y) C 
FW). 由 (1.1), AE n € N, 1E st( f(y), Ya) C £1 (W), Bl Uyn c f! (W), 
于 是 Wyn CW. (1.3) 得 证 . 

由 (1.2), F (y) C Visi, 再 由 (1.1), FE m >n +1, E Uym C Vynsi- 

(1.4) Æ y € Was, W Wem C Wyn: 

MGE € f- (y). 由 于 f ly) C Vem C Um, Wo x € st(f- (2), Un), 从 而 存 
E Us € Ym, IE £ E€ Uns H Ø fz) OUr C f2) A Uym C f2) A Vyn, F 
Æ z € f(Vyn41) = Wri MAR (9): f71(2) C Vai. 下面 证 明 Wem C Wyn. 

Bt E Win. Hse f(t), HF f(t) C Usm, 所 以 s € st( f7 (2), Ym), F 
是 存在 Us € Ym, IE s E€ Us H f !(z) nU, AS. Ms' e f (2) nU, AF (*), 
J (2) € Uynti, BA s' € st(f (y), Mati), WHE Us € Wri, 使 se Us H. 
f^ (y)QUs z 2, Ai s' eU, nU. Pi s" e f! (y) QUs. 因为 WA Aus, 
所 以 s,s” € U, U Ug C st(Us, Yngi), LAW Mi. 星 加 细 Yn, 存在 Vs oN, 使 
5 € st(Us, Yagi) C Vy C st(f (y), Zr) = Uyn: BL f 1 (t) C Uyn, FIEL t © Wyn. 
Bl, Wem C Wyn- 
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对 neERN 令 六 ={Wnjyer: 对 y EY K y 的 邻 域 W, EH (1.3), FFE n EN, 
48 Won CW. Big (14), 存在 mm EN, 使 st(y, Wn) C Wyn 所 以 {st(y, Wa) }nen 
E y 的 局 部 基 . 故 {Wi} 是 Y 的 展开 , 所 以 Y 是 可 展 空 间 . 

提醒 读者 注意 , Of: X 一 了 是 逆 紧 映射 , X WIP V,(Y —f(X—-U): 
Uc) 未 必 是 Y HBR. MX = Ix {0,1}. 赋予 X 欧 氏 子 空间 拓扑 . 让 
A = {(0,0),(0,1)}, Y = X/A, 定义 1 :XX 一 Y 是 自然 商 映射 则 了 iiu 
Ame. 令 = {Ix {0}),Ix (1). WY 是 X HFE, HAHU EY, 
f(0,0) Z Y —fUX - U). 

度量 空间 S x N 的 闭 映 象 S1 x N/({0} x N) 同 胚 于 序列 扇 5,, 于 是 为 使 度量 
空间 的 闭 映 象 是 可 度量 空间 须 附加 一 些 条 件 . 

定理 2.2.2 (Hanai-Morita-Stone 定理 ) 设 f:X 一 Y 是 闭 映 射 , 其 中 X 是 
度量 空间 . 下 述 条 件 等 价 : 

(1) Y 是 可 度量 空间 ; 

(2) Y 是 强 Fréchet 空间 2591; 

(3) f 是 边缘 紧 映 射 B04 363]; 

(4) f 是 可 数 双 商 映 射 P591. 

WEB] 由 定理 2.2.1, 引 理 2.1.14, 2.1.15 和 映射 引 理 (命题 2.1.12), 只 须 证 可 
数 双 商 映射 保持 强 Fréchet 性 质 . 对 Y 中 递减 的 集 列 {An}, E y € Open An, WH 
在 ze f(y), ha © Ney f (An). 否则 , Fy) c Unen(X -FT 于 是 
Bm EN, f£ y € f(X — f(An))?, Ari S A Amn f(X — f-(An)), 矛盾. 所 
以 存在 an € f (As), 使 zn — v, W f(x.) € An H flan) > y. 

上 述 结果 已 是 Hanai-Morita-Stone 定理 的 变形 . 事实 上 , Hanai-Morita-Stone 
定理 叙述 为 : 设 f:X Y 是 闭 映射 , 其 中 x 是 度量 空间 , Wu y 是 度量 空间 当 且 
仅 当 Y 是 第 一 可 数 空间 , 当 且 仅 当 了 是 边缘 紧 映 射 . 它 的 原形 是 Vainstein99 的 
结果 : 度量 空间 到 度量 空间 的 闭 映射 是 边缘 紧 映 射 . Hanai-Morita-Stone 定理 也 称 
为 Morita-Hanai-Stone 定理 . 

对 不 相交 的 拓扑 空间 X 5 Y, W A J& X WAS, f: 4 — Y 是 连续 函数 . 将 
XOY 的 每 对 点 x, f(x) (Vr e A) AEA X OY 的 商 空间 z. 称 Z 为 粘着 空间 
(或 附 贴 空间 , 贴 附 空间 ), 自然 商 映 射 p: X OY 一 2Z 称 为 粘着 映射 Ol. Hid Z 
AX Up Y . 粘着 空间 的 度量 化 可 作为 定理 2.2.2 的 一 个 应 用 . 

回忆 自然 映射 (或 显然 映射 ) 的 概念 ， 设 (Xalaea 是 空间 X 的 覆盖 . 让 
Z = Qaes Xa. Maced, WZ 的 子 空间 X。 到 X 的 子 空 间 X。 WARAN ha. WR 
J h: 2 一 六 称 为 自然 映射 , ERES hix, = ha. 

定理 2.2.305.209 4 X,Y 是 度量 空间 . XU Y 是 可 度量 空间 当 且 仅 当 


| 
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X Us Y 是 第 一 可 数 空间 . 

证 明 令 G=XUr7. 设 2 是 第 一 可 数 空间 . 由 映射 引 理 ,p 是 伪 开 映射 . > 
Xi = elx(X — A), Zı =clzp(X — A). 

(3.1) 如 果 B 是 X, WAR, 则 f(B) BY 的 闭 集 . 

WycY — f(B), 存在 X 中 不 相交 的 开 集 U,V OHS BA f(y). 让 
W = VUY, G = p(Wy. MW 是 XX@Y 中 pip(y) = (y) U f(y) 的 邻 
域 , 于 是 ply) € G, 所 以 p-1(G)Nn (U — A) 2 2. 由 于 BC elx(U — A), 从 而 
p (G)nf(B)- Ø. tk f(B) 是 Y 的 闭 集 . 

(3.2) p = pix, : X1 一 Z, BAH. 

易 验证 , Z, = p(X 一 A)U{yeY:f1(y)Nn94Az@), 所 以 p(Xi1)= Z,. 由 
(3.1) 及 pilx-4 = idx—a, pi 是 闭 映射 . 

(3.3) X uy Y 是 可 度量 空间 . 

由 (3.2) 和 定理 2.2.2, Z Æ X Ug Y. 的 可 度量 的 闭 子 空间 . 由 于 pY) AEF 
Y, 所 以 p(Y) Zé XU, Y 的 可 度量 的 闭 子 空间 . ibq: pY) Z> XU; Y 是 自 
然 映射 . 则 g 是 逆 紧 映射 . 再 由 定理 2.2.1, X Up Y 是 可 度量 空间 . 

例 2.2.4264 ”粘着 空间 . 

(1) X X = P — {(0,0),(1,0)}, Y = L RMP X,Y 欧 氏 子 空间 拓扑 . + 
A={(z,0):0<z<1), 定 义 f:4 一 了 为 f(z,0) =x. 则 每 一 f-!1(wy) BRR. 
由 于 f(A) = (0,1) 不 是 Y 的 闭 集 , 由 定理 2.2.3(3.1), X Up Y 不 是 第 一 可 数 空间 . 

(2 X 及 4 如 (1) MEX. WY = {0}. 定义 f:4 一 Y 为 f(4) = (0). X 
用 定理 2.2.3 证 明 中 的 记号 , 则 Xi = X, Z = Z A: XZ, AA. 由 于 
8p; (0) = A 不 是 X, 的 紧 集 , 所 以 Z, 不 是 可 度量 空间 . 

逆 紧 映射 的 逆 象 简 记 为 逆 紧 逆 象 , 逆 可 数 紧 映 射 的 道 象 简 记 为 逆 可 数 紧 道 象 . 
下 面 介绍 度量 空间 关于 道 紧 逆 象 的 特征 . 

引 理 2.2.5040: 3889) 车 空间 X PEREHI) {Un}, 使 Mi 星 加 细 Aa, 则 
X 有 伪 距 离 d 满足 : 

(1) Xf y € X, y € nen st(z, Ya) SAMS d(x,y) = 0; 

(2) U Æ (X, d) 的 开 集 当 且 仅 当 对 x CU, TEXE m € N, fi st(z, Yn) CU. 

证 明 Wh MBH = {X}. Maye X, 定义 

D(x,y) = inf{27" :vy € st(x, wt 
disy)- inf(Y D(zxi2;1):n€N,z; € X, £o = x H tny =y}. 
U d 是 X 的 伪 距 离 , 并 且 由 归纳 法 可 知 , 对 尹 > 2 有 
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n—1 
D(z,y) < 2D(z,z1) + 4M D(zi, Ti41) + 2D(z., y). 
i=l 
从 而 D(x, y)/4 < d(x,y) < D(x, y), FÆ (1) 成 立 . Xf xe X,nEN, A 
sin, 25425) = B(x, 1/2***| C Ble, 1/2"). € st(£, Yn). 


因此 (2) 成 立 . 

定理 2.2.60?! (Morita 定理 ) X 是 度量 空间 的 逆 可 数 紧 道 象 当 且 仅 当 X 是 
M 空间 . 

证 明 必要 性 . Wf: X — Y 是 道 可 数 紧 映 射 , 其 中 了 是 度量 空间 . 则 存在 
Y 的 展开 {2 Mi BIA Yn. Xn EN, CLF, = fUn), W Fap Æ 
加 细 Fa. 对 X 的 点 xz 及 序列 {zw} Æ En € st(x,F,), BA fln) € st(f(x), Va), 
于 是 f(x.) 一 f(x). 由 于 是 逆 可 数 紧 映 射 , 所 以 {en} ARA. CZ) BX 
的 M 序列 . 因此 X 是 M 空间 . 

充分 性 . Ve {Z4} Æ X 的 M 序列 . 由 引 理 2.2.5, 存在 X. 的 伪 距 离 d, 满足 

(6.1) 对 ye X,y € 站 en st(z, Yn) SAMS d(x,y) = 0; 

(6.2) U 是 (X, d) 的 开 集 当 且 仅 当 对 z € U, FE m eN, 使 st(x, Yn) CU. 
定义 的 等 价 关 系 “~”: Maye X, ~ y 当 且 仪 当 d(x,y) = 0. 设 商 集 
Y = X/ ~, 再 定义 p : Y x Y 一 R* X olla], [y]) = d(x,y), W (Y, p) 是 度量 
空间 ， 往 证 自然 投射 上 : X 一 Y PMO XEM. X rc Xe > 0, AF 
£^ (G,([x], £)) = Ba(z,&) € 7(X), f 是 连续 函数 . 

断言 : {st(x,%)}nen ÆR [v] = 门 ,en st(z, Vn) YE X 的 邻 域 基 . 由 于 Aui 
E bg Ya, 所 以 st? (x, Yagi) C stx, Ya), 于 是 st(z, Yngi) C st(x,M%). 由 收敛 
引 理 , (str, Yn) jnen 是 可 数 紧 闭 集 [z] 在 X 的 邻 域 基 . 一 方面 , f ([z]) = [v] 是 
X 的 可 数 紧 集 . 另 一 方面 , w H er (X), 若 z 4 J fu MA [ze] NH = 2, F 
是 存在 m EN, f st(z, Yn) NH =o. WR y € stle, Ymy), W st(y, 47,41) C 
st(z, Ym), 因而 [y] 0H = Ø, Pr st(z, Y m41) N f^ f(H) = e, AM f^ f(H) e 
T*(X), M f(A) e r*(Y). 因此 f 是 道 可 数 紧 映 射 . 

由 仿 紧 空间 的 性 质 , 有 下 述 推论 . 

推论 2.2.7009. X 是 度量 空间 的 逆 紧 逆 象 当 旦 仅 当 XX 是 仿 紧 M. 空间 . 

推论 2.2.8509 X M 空间 是 强 允 空间 . 

证 明 设 X 是 仿 紧 M 空间 , 则 存在 度量 空间 Y MARKY f: XY. 让 
BRY Wo 局 部 有 限 基 ; X ={f !(y):ueY 88A f 1(2)- 是 X KRFA 
的 o 局 部 有 限 闭 (modk) 网 . dx X AHR X: "x. 


2.2 ARR . 49. 


M 室 间 和 仿 紧 M 空间 分 别 刻画 了 度量 空间 的 逆 可 数 紧 逆 象 和 逆 紧 逆 象 . 这 些 
空间 正 是 Alexandroff 问题 中 所 寻求 的 空间 . 本 节 的 第 二 部 分 , 讨论 它们 的 刻画 及 
度量 化 问题 . 

定义 2.2.903 X 称 为 次 可 度量 空间 , 若 X 是 某 一 度量 空间 的 一 对 一 映射 的 
WR. 

显然 , X 是 次 可 度量 空间 等 价 于 X 有 较 粗 的 度量 拓扑 . 次 可 度量 空间 是 具有 
Ge 对 角 线 的 ot 空间 . 次 可 度量 性 是 可 加 性 , 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 

命题 2.2.107° x 是 次 可 度量 空间 当 且 仅 当 X 具有 Gs 对 角 线 序列 {Y}, 
Uni BMA V. 

WEBB 设 X 是 次 可 度量 空间 , 则 存在 度量 空间 Y 和 一 对 一 映射 :六 Y. 
ib {Fr} 是 Y 的 展开 且 多 + BMA Fn. XP n EN, 定义 2 = fF) Wu 
(Un) 是 X 的 Gs 对 角 线 序列 且 Yny 星 加 细 Y. 

反之 , X 存在 伪 距 离 d 满足 引 理 2.2.5 的 条 件 (1) 和 (2). ET (25) Æ X IN 
Gs 对 角 线 序列 , 所 以 对 zy € X, d(zx,y) = 0 当 且 仅 当 x — y. 故 4 eX 的 距离 . 
又 由 于 Ba(x,e) Æ X 的 开 集 , 所 以 a 导出 的 度量 拓扑 粗 于 X 的 拓扑 . 

推论 2.2.1109 具有 Gs 对 角 线 的 仿 紧 空间 是 次 可 度量 空间 . 

定理 2.2.1200] X 是 可 度量 空间 当 且 仅 当 X 是 具有 Gs 对 角 线 的 M 空间 . 

证 明 只 须 证 充分 性 . 由 Morita 定理 和 Chaber 定理 , 存在 度量 空间 Z A 
ARH g: X 一 2 于 是 X 是 仿 紧 空间 . 再 由 推论 2.2.11, 存在 度量 空间 Y 和 一 对 
一 的 映射 上: X —Y. 又 由 推论 2.1.9, X 是 度量 空间 . 

上 述 定 理 可 重新 叙述 : 度量 空间 的 逆 紧 ( 逆 可 数 紧 ) 逆 象 是 度量 空间 当 且 仅 当 
CAA Gs HAR. 为 了 叙述 方便 起 见 , 称 拓 扑 性 质 © LEW AWA Gs 对 角 线 定 
H, 若 f :XX oY 是 逆 紧 映射 , 其 中 X. 是 具有 Gs 对 角 线 的 正则 空间 , Y 具有 性 质 
o, JJ X 也 具有 性 质 ©. 

例 2.2.13  Alexandroff 双 箭 空间 ( 例 1.8.9): 工 关 于 有 限 到 一 闭 映 射 的 逆 象 . 

仍 采用 例 1.8.9 的 记号 . 对 Alexandroff 双 篆 空间 X, W f: X — 1 Ze ERE M 
射 , 其 中 工具 欧 氏 拓扑 . 则 f 是 至 多 二 到 一 的 闭 映 射 . 

Alexandroff 双 箭 空间 不 具有 Gs HAR. 这 说 明 对 广义 度量 空间 类 E, 其 中 
C 的 元 具有 Gs HAR, 在 讨论 多 关于 逆 紧 逆 象 保持 时 , 一 般 应 附加 Gs 对 角 线条 
件 . 这 正 是 “ 逆 紧 首 象 Gs 对 角 线 定理 ”的 由 来 . 当然 , 也 可 相应 地 讨论 所 谓 “ 逆 紧 
WR ot 定理 ”等 . 由 于 情况 类 似 , A. 

本 节 最 后 介绍 仿 紧 M 空间 的 一 些 等 价 条 件 . 

定义 2.2.1409 完全 正则 空间 X 称 为 p 空间 , 若 存 在 OX 中 开 集 族 的 序列 
{Un}, 满足 
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(1) 45, Bi X 

(2) X} £ € X, (), sto, Ya) C X 
如 果 更 设 

(3) 3t z € X, Ney st(t, Ya) = Maen st(e, Zr); 

则 X 称 为 严格 p 空间 . ERAAI (45,) 分 别称 为 X 的 p 构造 和 严格 p 构造 . 

由 于 局 部 紧 空 间 是 其 极 大 紧 化 的 开 集 , 所 以 局 部 紧 空 间 是 p 空间 . 严格 p 空 
EA p 空间 有 便于 使 用 的 内 在 刻画 . 

命题 2.2.15[ 引 完全 正则 空间 X 是 严格 p 空间 当 且 仅 当 X. 存在 严格 p 序 
列 , 即 存在 X 的 开 履 盖 列 (27,), 满足 

(1) X} x € X, Cr = Nnen t£, Yn) 是 X 的 紧 集 ; 

(2) XF x € X, {st(£, Va) nen Æ C, Æ X 的 邻 域 基 . 

证 明 必要 性 . 设 (.7,) J& X 的 严格 p 构造 . D Fari 部 分 加 细 Fn. 对 
n EN, BY, = Fix. WE X ORFE HI {Uy} 是 X 的 严格 p 序列 . 

(15.1) 对 zeXC = (|, y st(z. Fn) = A e 8t(t, Fn) 是 BX 的 含 于 X 内 
的 闭 集 , 所 以 C, 是 X 的 紧 集 . 

(15.2) Mae X RC, CU € 7(X), FEG € 7(8X), 使 GNX=U， 
那么 (GIU (8X 一 st(z, Fn) : n e N) 覆盖 紧 空 间 OX, 从 而 存在 m CN, fi 
st(z,.,) C G, FE st(z, Um) C G, 所 以 (st(z, Yn) }nen 是 Co 在 X 的 邻 域 基 . 

充分 性 . Xe (45,) EX 的 严格 p 序列 对 ne N, RF, c v(8X), 使 
Frux = WU. WF, EX 的 覆盖 . MH x EX, 站 jw st(z, Un) C Men stle, Fn) C 
Fest). Hy € Nenta, Fn) - Cr, RW ec(8X) Hy © WH 
WNC, =Ø. BON 使 st(z, Ym) AW = D, FÆ st(z, Fm) NW = Ø, 
从 而 y ¢ st(z, Fn), PS. RB Openst(e, Fn) C Cr 因此 门 ,wst(z, Fn) = 
(Nnen sthr, Fn) C X. 

由 此 , 具有 严格 p 序列 的 空间 是 wA 空间 . 显然 , 严格 p 序列 性 质 是 可 数 可 积 
性 . 

定理 2.2.1669) 完全 正则 空间 X Æ p 空间 当 且 仅 当 X 存在 p 序列 , 即 存在 
X 的 开 履 盖 列 (27,) 满足 : Mee X,n € N, Zi x € U, € Ya, W 

(1) D, = nen Un EX 的 紧 集 ; 

(2) {Nek Us een 是 De Æ X. 的 网 . 

证 明 ”必要 性 . 设 (22,) HEX HU p 构造 .选取 X BJJTfR mU (45,) 满足 : 对 
n EN, U € Yn, TE P € An, IE claxU C P. 下 面 验证 {2} 是 X 的 p 序列 . 对 
ZEX, 及 X 的 开 集 列 {D f z € U, € 45, 9 D, = N ex Un. 
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(16.1) 因为 门 ,-NclaxU C fenst(z, Pn) € X, 所 以 Do = renl X N 
claxU,) = (|, ey clgxUs 是 X 的 紧 集 . 

(16.2) 设 D, CU €7(X). KGes(8X), HU —Gn X. 那么 {G}U 
(8X 一 claxUn : n € N} Bit OX, AMEE k EN, 使 门 ,clexUn C G, 于 是 
(Aag Us CU. 故 { 门 ,csUnjren HE D, TEX 的 网 . 

充分 性 . 设 (25,) EX 的 p 序 列 . Hn EN, RA, C T(8X), E Pax = Ua. 
WP, iu X. wa eX. 如 果 存 在 y € Ney st(e, Pn) X, WA 8x 的 集 列 
{Pr}, E {x,y} C B, € Pu, BAA a Pr OX EX 的 紧 集 ,于 是 存在 G € 7(8X) 
M k EN, fii (heres GccelgxG C 8X — (y). $ 

W = (PV Pa) (8X — dlexG). 
那么 WNX = 8g， 然而 y c W e 7(8X), FEWOX 4G, 矛盾 .从 而 
Feu St(z, Pn) CX. AM {P,} Æ X 的 p 构造 . 

显然 , p 序列 性 质 是 可 数 可 积 性 . 

X 称 为 等 紧 空间 UT. 若 X 的 每 一 可 数 紧 的 闭 集 是 紧 集 . 次 亚 紧 空间 是 等 紧 
空间 ( 见 附录 A 定理 4.2). 

推论 2.2.17 KX 是 正则 的 等 紧 空 间 . AX 是 wA 空间 , 则 X FE p 序列 . 

WEB] 对 X 的 wA 序列 {2}, MX ITA SP {a}, HY My. 由 
收敛 引 理 , (9, AEX 的 p 序列 . 

定理 2.2.1866 1900. 对 正则 的 次 亚 紧 空 间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 严格 p 序列 ; 

(2) X FA p 序列 ; 

(3) X 是 wA 空间 . 

证 明 只 须 证 (2) > (3) = (1). 

(2) > (3).  (25,) BX 的 p 序列 , LY. MAY. 对 ne N, FEX 
的 9 序列 {Yij}yen, 使 Ving FIMM WM A (Amen Tomi). XF k EN, 4 Y, = Yu. ft 
UE (7,1 是 X 的 wA 序列 . WE X NA c 及 序列 {zx} 满足 a, € st(a,%H). WAE 
TE N WPI {ki}, Gi), HE kiyi > max{k;, ji}, 1« lis Jel < Xo. 对 me N, AA 
(zx, : i > n) C st(£, engi) C st(£, 04,5.) H. Penin MA Yn, 不 妨 设 存在 Un € Ya, 
使 {xi : > n} U (z) C Un, FÆ {1n} ARA, 从 而 {zn} ARA. 

(3) 2 (1). & {2%} Æ X 的 wA 序列 .由 引 理 1.4.8, 存在 X 的 开 覆 盖 列 
{Vo} 满足 : Vaya WMA Y A Yn BIY x € X AN cn st(z, Va) = (le Ste, 7a) C 
门 jen st(z, Yn). 由 收敛 引 理 , (95) 是 X 的 严格 p 序列 . 

推论 2.2.19 对 仿 紧 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X Æ M 空间 ; 
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(2) X 是 wA 空间 ; 

(3) X Æ p 空间 . 

例 2.2.20 p 空间 类 . 

(1) 局 部 紧 性 (因而 p 空间 性 质 ) A 等 紧 性 , 如 序 空间 w; 

(2) p 空间 A 局 部 紧 空 间 , 如 无 理 数 空间 PP; 

(3) 半圆 盘 拓 扑 空间 X 9607: 

(i) X 不 是 正则 空间 ; 

(ii) X 是 可 展 空间 ; 

(ui) X 不 存在 p 序列 891. 

WE S ={(2,y):2,yER y > 0}, L = {(x,0):£ ER} HX=SUL. tr Æ 
X 的 欧 氏 子 空间 拓扑 . X 赋予 半圆 盘 拓 扑 

T—(r'yjuU((z)u(SnU):zeL,axeUers'). 

Tk (X,7) 为 半圆 盘 拓 扑 空 间 . 易 验 证 , X 不 是 正则 空间 . 利用 R? 的 球形 邻 域 , 易 
验证 X 是 可 展 空间 . 

EX AA p 序列 {WU}. X x = (0,0) € X, RE Un € (27,),. 再 取 z 的 邻 
域 (x) U (SN B(z, 2rn)) C Un, HF B(z,2r,) Æ R? 的 球形 邻 域 且 7,41 <tr. X 
En = (rn, 0), Wl £n € eee Us 从 而 序列 {an} ARA, 这 与 (x, :ne N} 是 的 
闭 离散 子 集 相 矛 盾 . 故 X 不 存在 p 序列 . 

(4) 局 部 紧 , 次 可 度量 空间 办 6 空间 401. 

X B 是 实 直 线 恨 的 Bernstein 集 ( 见 例 1.8.5), 那么 R 的 每 一 不 可 数 闭 集 均 与 
B, R- B 相交 . 让 {B.:a<22} 是 互 的 在 及 中 具有 不 可 数 闭 包 的 可 数 集 全 体 之 
集 . 对 a < 2”, 由 超 限 归纳 , 选取 S, € By — (BU (za : B < a}), 并 取 tan € Ba, 
f tan > ta. E X - BU {za :a < 27). 赋予 X 下 述 拓扑 :已 的 点 是 孤立 点 ; za 

JA E TUE UI {£a} U (os : n 2 m}, m € N. 

显然 , X 是 局 部 紧 的 次 可 度量 空间 . ik H = {ra: 0 < 2%}. WH EX BB 
fe. WR X JE 空间, 由 定理 1.7.7, X 是 半 层 空间 , 所 以 存在 X. 的 开 集 列 (U,) 
满足 : H = Nne Un. HIE B-U, 是 不 可 数 的 , 则 存在 a < 2”, 使 B. C B-U,, 
这 与 Lan 一 Ta € Un 相 矛 盾 , 从 而 每 一 B 一 U 是 可 数 的 . 因为 B 是 不 可 数 的 , 所 
以 BN( 门 ,enUn) 关 ,了 矛盾. 

问题 2.2.2104] ”正规 Moore 空间 是 否 是 次 可 度量 空间 ? 


23 mj HR & 
本 节 以 商 映射 为 核心 , 介绍 度量 空间 商 映 象 , 及 相关 的 伪 开 映 象 和 可 数 双 商 映 
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象 的 刻画 , 它们 恰好 是 序列 空间 , Fréchet 空间 和 强 Fréchet 空间 . 作为 应 用 , 讨论 
正规 度量 空间 和 连通 度量 空间 商 映 象 的 刻画 . 该 论题 依赖 于 弱 第 一 可 数 空间 的 映 

命题 2.3.1 (1) 商 映 射 保持 空间 200, 序列 空间 [115]: 

(2) 伪 开 映射 保持 Fréchet 空间 [20, 115), 

(3) 可 数 双 商 映射 保持 强 Fréchet 空间 (950. 

证 明 定理 2.2.2 已 证 明了 (3). f: X OY. 

(1) 设 f 是 商 映 射 , 其 中 X 是 大 空间 . AY 的 子 集 4 满足 对 K€ XY), 
BANK e r*(Y), MRL e XX), MAN SL) e r(Y), FÆ f HAAL 
FHAN F(L)) OL e (Xx), Afi f£! (A) e (X), BIG A e (Y), MY Æ k 
间 . 


P< 
Pd 
ale 


这 证 明了 一 个 略 强 的 事实 : 对 的 子 集 4, EX L € IF (X) A An f(D) € 
T*(Y), W A € r*(Y). H ERER PA 2E (Y), 2€ (X) 分 别 换 为 (Y), CX) 知 ， 
商 映 射 保持 序列 空间 . 

(2) Wt f 是 伪 开 上 映射, 其 中 X 是 Fréchet 空间 . Hy € A C Y, 如 果 f-1(y)nn 
F(A) = Ø, 那么 ye F(X — FHA) cY-A, FE. 于 是 存在 x e flyn 
F(A), 从 而 存在 序列 {zn} C £7 (A), fi z, > v, ALPES {f(an)} C A A 
f(zn) — y. WY FE Fréchet 空间 . 

定义 2.3.2 设 . 多 是 空间 X WH, 称 X 关于 .多 具有 弱 拓扑 99. 或 称 X 由 
F 所 确定 H, 如 果 对 4C X,4ere(X) SAMS PF A ANF Cr (F). 

显然 , X 是 天 空间 (序列 空间 ) 当 且 仅 当 X XT (X) CZ0X)) 具有 弱 拓扑 . 

命题 2.3.30 设 F 是 空间 X 的 覆盖 , 2 = 起 多 . 令 f :2 一 是 自然 映 
Hj. f 是 商 映 射 当量 仅 当 XX 关于 .多 具有 弱 拓扑 . 

证 明 Xe f 是 商 映射 对 4 CX, 若 任 给 已 E F,ANF € r'(F), 那么 
f(A) € 7°(Z), FÆ Aec (X) WA X KF F 具有 弱 拓扑 . NUR X AFF 
具有 弱 拓扑 , 并 且 有 4 CX, 使 f (A) er (Z), WAN F eF A ANF eEr(F), 
从 而 Ac r°(X), 故 耻 是 商 映射 . 

定理 2.3.4018 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X Æ k 空间 ; 

(2) X 是 仿 紧 局 部 紧 空 间 的 商 映 象 ; 

(3) X 是 局 部 紧 空 间 的 商 映 象 . 

证 明 (1) (2). RX 是 空间, WX KF W(X) 具有 弱 拓扑 . 由 命题 
2.3.3, X LAMBA OXX) 的 商 映 象 . 

(2) 2 (3) 是 显然 的 . 
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(3) > (1). 只 须 证 局 部 紧 空 间 是 大 空间 RY 是 局 部 紧 空 间 , AC Y, 
车 A 4 rY) 存在 ye A-A RV By 的 开 邻 域 且 Ve HY), 那么 
yEVNA-VNA, TéVnAdés'(Y). MY Bk 空间. 

推论 2.3.5 设 X 是 大 空间 . 5 X 具有 点 Gs 性质, 则 X 是 序列 空间 . 

证 明 X 是 仿 紧 局 部 紧 空间 OA (X) 的 商 映 象 . 由 定理 1.7.7, Q € (X) 
第 一 可 数 空间 . 再 由 命题 2.3.1, X 是 序列 空间 . 

将 定理 2.3.4 证 明 中 的 A(X) 换 为 CX), 得 出 度量 空间 商 映 象 的 刻画 . 

定理 2.3.60) 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 序列 空间 ; 

(2) X 是 局 部 紧 度 量 空间 的 商 映 象 ; 

(3) X 是 度量 空间 的 商 映 象 . 

利用 映射 引 理 , 得 出 度量 空间 伪 开 映 象 以 及 可 数 双 商 映 象 的 刻画 

定理 2.3.770 19]. 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 Fréchet 空间 ; 

(2) 是 局 部 紧 度量 空间 的 伪 开 映 象 ; 

(3) X 是 度量 空间 的 伪 开 映 象 . 

定理 2.3.8B50 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 强 Fréchet 空间 ; 

(2) X 是 局 部 紧 度量 空间 的 可 数 双 商 映 象 ; 

(3) X 是 度量 空间 的 可 数 双 商 映 象 . 

本 节 第 二 部 分 , 讨论 两 类 特殊 空间 的 商 映 象 问题 . 先 介绍 一 类 特殊 的 度量 空 
间 , 它 的 闭 映 象 或 商 映 象 都 是 可 度量 空间 . 

定义 2.3.9005 度量 空间 (X, d) 称 为 正规 度量 空间 , 若 XT 是 X 的 紧 集 . 

MrówkaP95] 定义 的 正规 度量 空间 : 存在 X 的 度量 d, 使 对 X 中 不 相交 的 闭 集 
A, B, 4 d(A, B) > 0. Mrówka 证 明了 这 定义 与 2.3.9 等 价 . 本 书 没 用 到 这 一 事实 . 

定理 2.3.1000. 18] d x 是 度量 空间 . 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 正规 度量 空间 ; 

(2) X 的 每 一 闭 映 象 是 度量 空间 ，; 

(3) X 的 每 一 商 映 象 是 度量 空间 . 

证 明 (1) > (3). & f : X OY 是 商 映射 . 记 紧 度量 空间 X14 的 可 数 稠 集 为 
D = {u:i E€ N} 定义 

B = {Bla;,1/9) 74,97 E N}, V = B". 
WY 是 X 的 可 数 族 . 对 Ver(X), € 
H(U) = (Y - f(X* -U)) nf), 
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Gi(U) = (X - f E(X? - Uy) NF f(U) - U), 
G4(U) = (X — f." f(X* - U))nU. 


Y —(H(U):Ue)u((y) :y EY - f(X9)). 

下 面 证 明 是 仿 紧 空间 Y 的 o 局 部 有 限 基 , 故 Y 是 度量 空间 . 

(10.1) Y 是 仿 紧 空间 . 

对 Y WARY, 存在 Y' e VY, TE F(X?) CUM’, PAW VU {fy} ye 
Y — Uy") eV 的 局 部 有 限 开 加 细 , 所 以 Y 是 仿 紧 空间 . 

(10.2) WY 的 基 . 

My eY, HyeV er(z), 不 妨 设 存 在 zeX9, Fy = f(x), 则 存在 Ue 7, 
ff XIN f-!f(z) CU c EV), A ye H(U) C V. 

(10.3) W 是 o 局 部 有 限 基 . 

HY 的 可 数 性 , 记 {E(D) : U c 7) 的 覆盖 fX?) 的 有 限 子 族 全 体 为 
{ihien. X i EN, 让 


W, = PiU {iy}: y E Y -UA}. 

WY =UsenVi BY 是 局 部 有 限 的 . 

(3) > (2) 是 显然 的 , 下 面 证 明 (2) > (1). Æ X° € W(X), WX? STAAR 
散 子 空间 Z. ik f: Xo X/Z 是 商 映 射 , 则 f BAB A of) = Z AX 
WAR. 由 定理 2.2.2, X/Z 不 是 度量 空间 , 矛盾 . 故 X7 e W(X). 

推论 2.3.1199 X 是 紧 度 量 空间 当 且 仅 当 X 的 每 一 映 象 是 度量 空间 . 

WEBB 只 须 证 充分 性 . 由 定理 2.3.10, X 是 正规 度量 空间 . FX 不 是 紧 空 间 ， 
则 X &nuASHESCIGHZCX--xX4iY-X-Zin-r(X)v, Rr 
是 集合 Z 上 不 可 度量 的 Hausdorff 拓扑 . 由 于 (Z, myz) 是 的 开 闭 子 空间 , 所 以 
idx : X > (Y,) 6 (Z, 7) 是 连续 函数 , 但 (Y, m) 6 (Z, n) 不 是 度量 空间 , 矛盾 . 
故 X 是 紧 度 量 空间 . 

推论 2.3.1218] te x 是 度量 空间 . 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 的 每 一 商 映 象 是 度量 空间 ; 

(2) X 的 每 一 商 映 象 是 第 一 可 数 空间 ; 

(3) X 的 每 一 商 映 象 是 Fréchet 空间 ; 

(4) X 的 每 一 商 映射 是 可 数 双 商 映射 ; 

(5) X 的 每 一 商 映 射 是 伪 开 映射 . 

证 明 (1) > (2) > (4) > (5) > (3) 是 显然 的 , 所 以 只 须 证 (3) > (1). 如 
AR X? d XX), BAX! 含 可 数 闭 离散 子 空间 {x :n ew) RX 的 离散 开 集 


Mur ut 42 Ne UNIT E 
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族 {Un : n € w}, f& x, € Un. XE n € v, 取 序 列 {fzamjm C Us, f£ tam > Tn. & 
Y-2X-(zx,:neN) sx XI f: X 一 了 ,满足 


Lon, C= lan EN, 
-f 
x, zcY. 


赋予 Y 由 f 诱导 的 商 拓扑 . 则 Hausdorff SE Y 4 Arens 子 空间 S5, 而 S5 不 是 
Fréchet 空间 , 矛盾 . 因此 X" e W(X), 故 久 的 每 一 商 映 象 是 度量 空间 . 

例 2.3.1323 存在 正规 度量 空间 X 以 及 商 映 射 f : X 一 了 , 使 了 既 不 是 闭 
映射 也 不 是 开 上 映射. 

让 X==Ixw, 设 多 是 I 关于 欧 氏 拓扑 的 可 数 基 . 置 

V(B,m)= B x ({0}U{nEN:n > m}), BEZ,mEN; 
P = {{x}:x Ee Ix N}U{V(B, m): Bec £,mcN]. 

X 赋予 由 基 A 生成 的 拓扑 . WX 是 正则 空间 且 多 是 XX 的 o 离散 基 , 于 是 X 是 
可 度量 空间 . 因为 X% 是 I 工 赋予 欧 氏 拓扑 , 所 以 X% 是 X 的 紧 集 , 因而 XX 是 正规 
度量 空间 . ik f : X 一 工 是 投影 映射 . 那么 商 映 射 f 既 不 是 闭 映射 也 不 是 开 映 射 . 

例 2.3.13 说 明 , 推论 2.3.12 的 伪 开 映射 或 可 数 双 商 映射 不 可 加 强 为 闭 映 射 或 
开 映 射 . 例 2.3.14 说 明 , 定理 2.3.10 的 闭 映 射 或 商 映 射 不 可 换 为 可 数 双 商 映射 . 

例 2.3.14 存在 每 一 可 数 双 商 映 象 是 度量 空间 的 非 正规 度量 空间 . 

XneN, 41-10. RX =O nln. 那么 度量 空间 X 不 是正 规 度量 空间 . 
Wf:X oY 是 可 数 双 商 映射 , 则 Y 是 Lindelöf 的 局 部 紧 , 局 部 可 度量 空间 , 于 
是 Y 是 度量 空间 . 

另 一 类 特殊 空间 是 连通 的 序列 空间 . 映射 保持 连通 性 . 连通 空间 是 否 是 连通 
度量 空间 的 映 象 (8861? 

定义 2.3.1500] X 称 为 s 连通 空间 , 若 X 不 能 表示 为 两 个 不 相交 的 非 空 序 
列 开 集 之 并 . s 连通 空间 也 称 为 序列 连通 空间 . 

显然 , 连通 的 序列 空间 — s 连通 空间 — 连通 空间 . 

定理 2.3.1604. 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 连通 度量 空间 的 序列 覆盖 映 象 ; 

(2) X 是 连通 度量 空间 的 映 象 ; 

(3) X 是 s 连通 空间 . 

证 明 (2) > (3). RANEH: 设 映 射 f : M — X, 4M 是 s UN, WX zs 
连通 的 . ADR, 则 X 是 不 相交 的 非 空 序列 开 集 A,B 之 并 . 如 果 X 的 序列 (as) 
收敛 于 a € f(A), W f(a) 一 f(a) € A, FÆ {flan)} BAF A WN, 从 而 {an} 
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是 终于 f-1(A) 的 , 所 以 £71 (A) 是 M 的 序列 开 集 . 同 理 , £71 (B) 是 M 的 序列 开 
f. Bl, M 是 两 个 不 相交 的 非 空 序列 开 集 之 并 , 矛盾 . 

(3) > (1). W X Æ s 连通 空间 . 让 M = (p.27 (X), W (M,d) 为 拓扑 和 导出 
的 度量 空间 , 设 q:(M,d) —^ X 是 自然 映射 . 则 qg 是 连续 的 . 

定义 p: (M xI? > Rt 如 下 : 


d(yi,y2) tt +te, Yı ys, 
lta — tl, Yi = ye. 


p(y, tı), (yo, t2)) -| 


易 验 证 ,p 是 M xI WES, 并 且 M AEF (M x I, p) 的 子 空 间 M x {0}. 
定义 M x I RU ZG AR “~”: (yt) ~ (st?) SAMS a(n) = (ye) H 
t =t — 1, Ry — yo Ht =t W~ 是 等 价 关 系 . 等 价 类 的 集合 记 为 2Z, 并且 
让 p:MxI 一 2Z 是 自然 投射 . 对 ye MineN, > 
By, = PLY DD)}U{Y,t) : aly") = ay), 1 — 1/n <t < 1}). 
Z 赋予 下 述 拓扑 7: X (y,t) eM xI, AtF 1, ply, t) Æ Z 的 邻 域 形 如 (wy,t) 在 
M x1 WARK; Zi t = 1, p(y,t) Æ Z 的 邻 域 基 元 形 如 Bi,n € N. W (Z, v) 是 正 
则 空间 , 并 且 对 U € v, p (U) 是 (M x I, p) 的 开 集 . 从 而 p 是 连续 的 . 
(16.1) (Z, 7) 是 可 度量 空间 . 
设 多 是 度量 空间 (M xI p) No 局 部 有 限 基 . 让 O 是 工 的 子 集 (1/3,1) 中 
的 有 理 数 全 体 之 集 . 置 
Pı = {p(B):BEB,BCM x (0,1/2)}, 
Po = {pty} x (r1,72)) :9 € M,ri, r2 € Q'}, 
Pz = {Bm: yE MincN), 
P = P U Pa U 2A. 
则 P Æ (Z,7) 的 o 局 部 有 限 基 , 所 以 (2,r) 是 可 度量 空间 . 
定义 函数 及: (M x I, p) — X Ff: (Z,r) 一 X, f& h(y,t) 2 q(y) E fop — h. 
(16.2) f 是 序列 覆盖 映射 . 
注意 到 , WR E 是 (M,d) HAR, 则 p(B x [0,1)) € v; WR r e X, W 
pq (x) x(0,1) er. HA BX WHR, Wg (A) 是 (M,d) 的 开 集 , 于 是 
J (A) = va 1 (A) x [0 1)) U (Upea PCG" (x) x (0,1])) E v. dk f EEE. WE X 
中 非 平凡 的 序列 {zx%} KAF a. 由 g 的 构造 , 存在 (M, d) PRAF y 的 序列 Lyn}, 
使 q(y) = x H. glyn) 二 za. 因为 p((yn,0),(y,0)) = dyn, y), PTY (Yn, 0) > (y, 0). 
MAF p 是 连续 的 , 那么 p(yn, 0) 一 p(y,0). 再 由 于 fp(y,,0) = £n, 于 是 了 是 序列 
覆盖 映射 . 
(16.3) (Z,7) 是 s 连通 空间 . 
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EDA, 2 是 两 不 相交 的 非 空 序列 开 集 C,D 之 并 . 显然 , 广 !(z) 是 2 的 s 
连通 子 集 , 所 以 或 者 广 !(z) C C, 或 者 广 !(z) C D, 于 是 存在 X WT A,B, 使 
X = AUB, C = Upea f (x) E D = Users f (2), HC = f(A), D = f^ (B). 
X X 的 序列 {zx%} KAF x € A. d (162), 存在 Z 中 收敛 于 某 点 ze€ f-1(zx) 的 
序列 {en}, 使 Fa) = zn. We € C, FÆ {en} BAF C 的 , 从 而 {zn} BAF A 
的 , 故 4 是 X 的 序列 开 集 . 同 理 , B 也 是 X 的 序列 开 集 . 这 与 X 的 s 连通 性 相 
矛盾 . 因此 , Z 是 s 连通 空间 . 

由 映射 引 理 , 有 下 述 推论 . 

推论 2.3.17002, 24. X 是 连通 度量 空间 的 商 映 象 ( 伪 开 映 象 ) 当 且 仅 当 X 是 
连通 的 序列 空间 (Fréchet 空间 ). 

例 2.3.1824] 连通 性 为 s 连通 性 . 

X] R AY Stone-Cech 紧 化 GR, 先 证 明 : Xf p e 8R — R, R 中 不 存在 序列 收 
SUE p. EKE, FFER 中 非 平凡 的 序列 (m,) KAF p, $ A = {zx2n:n € 
N}, B = {zx2n_1 : n E N}, W A, B 是 民 中 不 相交 的 闭 集 . AFR 是 正规 的 , 所 以 
clar(4)Nnclsr(B) = Ø (如 见 Engelking! 9 JHE 3.6.4), rfj p € clas (A) n clgg (B), 
FE. 

由 于 及 是 连通 的 , 所 以 GR 也 是 连通 的 . 男 一 方面 , R 在 OR 中 既是 序列 开 集 
又 是 序列 闭 集 , 所 以 BIR 不 是 s 连通 空间 . 

由 定理 2.3.16, 连通 空间 GR 不 是 连通 度量 空间 的 映 象 . 

本 节 最 后 一 个 命题 , 用 乘积 给 出 Fréchet 空间 与 强 Fréchet 空间 的 关系 . 

命题 2.3.19[255| X 是 强 Fréchet 空间 当 且 仅 当 X x S, 是 Fréchet 空间 . 

WEBB 设 X 是 强 Fréchet 空间 . Xj A C. X x Sj, Zi p € A, 不妨 设 p = (2,0). 
对 neN, 定义 


An = AN(X x (Sı — (1/m : m < n})), 

DB, = Tı( An). 
N (B,) Æ X 的 递减 集 列 且 z € (1, cy Bn, 于 是 存在 tn € Bn, 使 zw > v, 从 而 存 
在 序列 {zn} C A, 使 z > p. WX x Si Æ Fréchet 空间 . 

ERI, wX X Sı 是 Fréchet 空间 . 对 X 的 递减 集 列 {An}; Ai TE mem 

4 A =Unen(An x {1/n}). 那么 (z,0 € AC X x S, 于 是 存在 序列 {z} C A, 
使 z; 一 (2,0), AMA N WSR (n; :d e N} Raj € An, IE zi = (£i, 1/n;) A 
Zi x,n, > oo. 因此 存在 加 € An, TH yn > x. EX X TER Fréchet 空间 . 
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本 节 介 绍 度量 空间 和 仿 紧 M 空间 开 映 象 的 刻画 . 1960 年 Ponomarev! 证 
明了 XX 是 第 一 可 数 空间 当 且 仅 当 它 是 可 度量 空间 的 开 映 象 . Ponomarev 定理 是 提 
出 Alexandroff 问题 的 原动力 Ba, 而 且 Ponomarev 创造 的 将 特定 的 非 度量 空间 表 
为 Baire 零 维 空间 的 子 空间 的 映 象 的 方法 , 简称 为 Ponomarev 方法 , 是 对 度量 空 
间 映 象 理论 的 卓越 贡献 . 从 本 节 起 的 本 章 各 节 , 将 系统 地 介绍 这 种 方法 . 

定义 2.4.1099]. 空间 X 的 开 集 族 多 RA X 的 子 集 4 的 外 基 , 若 对 ze 4 
及 rEUET(X), FEB eZ, re Bcu. 

5|38 2.4.2 (Konig 引 理 ) 设 {X;} 是 非 空 的 有 限 集 列 . EX n <m, 存在 对 
应 7? :Xm Xn 满足 : TD = ck orp Home = idx,,, WHE (xi) € [Ley Xi 使 


n 


S (Em) = is 
证 明 X: 赋予 离散 拓扑 , 则 X; 是 紧 空 间 . E 
X= Iien X; 
Y = (2) €X: T? (2m) = tmn < my, 
Ju y 是 紧 空 间 X 的 闭 集 . 事实 上 , Ay = (y) € X — Y, 则 存在 < m, 使 
T" (Ym) A Un, *V-li(x)eX:zza-Ww£ts-—whJA^AycVesc(X) R 
VnY =, Y 是 X 的 闭 集 . 为 完成 引 理 的 证 明 , RAH Y Ao. om EN, 


4 


Ym ={@)eX 2 Fn <m, NN a x.) = £n}, 
于 是 Y, 是 X 的 非 空 闭 集 . Mitt (Y) Æ X 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 列 , 所 以 
Y = en 

51 2.4.3091. iK c (X). EK EX m RA RU Y, AGE 
FE FERRI YW WA BRR (225): 

(1) XF i € N, K C UY 

(2) X} x € K, Æ x € U; € Y, W {Ui hen 是 x 的 邻 域 基 ; 

(3) X} x € K,i € N, FE U; € 4, Ex cU; an K CU, 

证 明 {VY} AMABm KN V 的 有 限 集 族 . 由 归纳 法 , 取 (X) 的 子 列 
(25) 满足 : 对 ie N, 2 88520288 Y; H(UQGK:U € Yai} BIA IU ZZ. 下 
面 验证 (424) 符合 条 件 (1) € (3. (1 显然 成 立 . Hee K Rr cu,cHR, & 
LEWET. RVEW MV EU, HEreEVCWHK-VCUV CX — {zr}. 
FEFE m € N, HEY U(V) = Vn, Afi Um C V. W {Uijen 是 xz 的 邻 域 基 . 
为 了 验证 (3), Wa € K,i e N, 定义 M = (UV) WAH ARN, 并 且 满 足 : GE 
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Uii € Waa, WEE U; E€ W,, HUNK C U,. H König 引 理 , X ic N, 存在 
Ui € 4, f£ x € Uni nk CUL. 

fpRR 2.4.4239] Wt X 是 第 一 可 数 空间 . 35 47 是 X 的 基 , 那么 存在 可 度量 空 
|] M MFRS f: M 一 X, 满足 

(1) FK € H(X) 具有 可 数 外 基 Vr C U, WETE L EXM), 使 FT) = K; 

(2)* Ec X, (47)g 可 数 , 则 £71 (8) 具有 可 数 基 . 

证 明 WUY = {Uahaca. X i € N, A; 是 集合 A 赋予 离散 拓扑 的 空间 . 定义 

M = {8 = (os) € [hien Ai: (Uo, } 是 X 中 某 点 Z(O) 的 邻 域 基 }, 
N M 是 可 度量 空间 . 对 8 € M,z(B) 是 唯一 确定 的 . FRA MRR S: M 一 
X A f(8) — x(8). 

(4.1) f 是 映射. pi X 的 第 一 可 数 性 , f 是 满 函数 . 设 8 = (oi) € M, f(8) = 
x EU ET(X), WEE m €N, E zx EUs CU. S V = {7 E€ M : nm(Y) = am}. 
WBEVET(M) H f(V) CU,, CU. Wf BEM. 

(4.2) f 是 开 映 射 . Xn e N M o; € A;(Vi <n), E 

B(oi,:--,04) = (8€ M : mi(8B) = oi, i & n). 
WR 8 = (8;) € B(oi,---,04), BA 
f(8) € (Us c (| Vass 
icN i<n 
所 以 J LBQORS an)) Ce, Uae we gs Gas XTi > n, Woa € A, TE 
{Ua hion 是 z 的 邻 域 基 . iE p = (ai). BA B € Ba an) E f(8) = x, 于 是 
Den Ua, C f(B(oi,:-:,05)). 因此 f(B(ar,--+,an)) = lies U,,. AF 
{B(a1,°++, An) >a; € Ai <n} 
是 M 的 基 , 所 以 f 是 开 映 射 . 

FH f 的 定义 , (2) 成 立 . 下 证 (1) RZ. 

(4.3) E K e JC (X) 具有 可 数 外 基 Vy CY, 则 存在 满足 引 理 2.4.3 全 部 条 
件 的 Wi 的 有 限 集 列 (24). Ri e NT; € AS’, HY = {Ua : a; € Ti 不 妨 
WU,nKzs 4 

L = {6 = (o1) € [lien Ti: Wie NATUS, K C Us), 
WL Æ [henr WAR. 事实 上 , WR (ai) € lenr- L, WHE m EN, 使 
Usual € Uan FW edi): [LesP : Bn = Gal Ua) E W € 
TI Lenli) RWnL-2se. TELJÉ[LT: 的 紧 集 . WB = (a) € L, 因为 
KA (Nien Us) # Z, Re eK (Nex Vai). BA Be M B f(s) = z, 从 而 
LCM HFL) c K. 再 由 引 理 2.4.3(3), K C f(L). Ww Le H(M) BH. f(L) 5 K. 
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定理 2.4.5593] (Ponomarev 定理 ) X 是 第 一 可 数 空间 当 且 仅 当 X. 是 可 度量 
空间 的 开 映 象 . 

必要 性 来 自命 题 2.4.4. 由 开 有 映射 保持 第 一 可 数 性 得 充分 性 . 

问题 2.4.6556] 第 一 可 数 的 连通 空间 是 否 是 连通 度量 空间 的 开 映 象 ? 

本 节 第 二 部 分 , 介绍 仿 紧 M 空间 的 开 映 象 . 

ME 2.4.7284 394] Wo DP 是 空间 Y 的 覆盖 , 其 中 .% 的 元 是 Y 的 闭 可 数 
KE, P 关于 有 限 交 封闭 . 若 对 ye Pe P, FEK EX, 满足 

()yeKcP, 

(ii) 多 WSR K EY 中 的 网 ， 

则 存在 可 度量 空间 M, M 的 o 离散 基 A ALY x M 的 子 空间 X, 满足 下 述 条 件 ， 
其 中 记 f = mjx, 9 = Tx. 

(1) P = fg (B); 

(2) Be M, W fg"! (8) € #; 

(3) 9 是 闭 映射 ; 

(4) 4 E cY.Be4:Bngf? (E) 29) < NF)al. 

WEBB id  — {Pijaca X] i € N, A; 是 集合 A 赋予 离散 拓扑 . 定义 

M = (8 = (ai) € [lien Ai : {Poi} EH 中 某 元 Ks Æ Y PERKA }, 
则 M 是 可 度量 空间 . 对 6 € M, Ks 是 唯一 确定 的 . 令 
X ={(y,b)EYxM:yE Keo}. 
Xf n €N fla; € A (Vi < n), E 
B(o,:-:,04,) = (8€ M : (B) = oi,i < n}, 
B = (B(oi,:--,04):0; € Ai &n € N), 
则 多 是 M 的 o 离散 基 . 

(1) jg 一 (B(aa 0g) = Pon: 

SEM, fg (Blar an) C Po, By E Pu, FE K€ H, Bye Kc 
P., 并且 KK 在 Y 中 具有 可 数 网 多 CP. KF = (Py hin, HP a; € 
Aj, Pan 2 P4, D Pais» & 8 = (04), BA B € Blaan) Hy € K = fg (B), 
从 而 Pa, C fg ! (B(os;---,04)). 因此 fg! (B(oa,--,04)) = Pan- 

(2) 由 定义 , 对 Be M, fg (B) = Ko € X. 

(3) X WAC, WX 8 = (ai) € g(C). MAX n CN, 存在 (yn, 807) € 
(Y x B(o1,--:,04)) NC, ZH yn € Pa, 所 以 {yn} ARA, BEA yo, M (80?) 在 
M 中 收敛 于 b, 因此 (yo, 8) € C, S 8 € g(C). 从 而 9 是 闭 映 射 . 

(4) tt (1), ME CY, {B € 2: Bngf (E) + 2)| < Xo: (Zr). 
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命题 2.4.7 的 几 个 推论 . 由 (1), f 是 满 函 数 , 并 且 如 果 P 是 Y 的 开 和 覆盖 , 则 f 
是 开 映 射 . 由 (2), 9 是 满 函数 . 由 (3), 9 是 逆 可 数 紧 映射 ,于 是 X JE M 空间 . 

定义 2.4.87] X 称 为 点 可 数 型 空间 (或 具有 点 可 数 型 ), 若 对 x € X, FEX 
HE r WAR K, EK EX 中 具有 可 数 邻 域 基 . 

显然 , 第 一 可 数 空间 > 具有 点 可 数 型 > q 空间 . 

MA 2.4.9277] HA p 序列 的 正则 空间 是 点 可 数 型 空间 . 

证 了 明 i (27,) 是 正则 空间 X 的 pb 序列. 对 x € X,n € N, MEU, € (M)e- 
由 正则 性 , 存在 X 的 开 集 列 {Vn}, WE £ E Vay C Vni C VW C Un $ 
K = nen V. BHASI, x e K e (X) B. {Wjwen Æ K TE X 中 的 可 数 邻 
域 基 . MOX 是 点 可 数 型 空间 . 

命题 2.4.1022]. 点 可 数 型 空间 是 大 空间 . 

证 明 设 X 是 点 可 数 型 空间 . AE X 的 非 闭 集 A, 使 对 Ke 2C(X), 
En4erc 取 定 ze4-4. 则 存在 X PE r 的 紧 集 C, 使 C 在 X 中 有 递减 的 
邻 域 基 {U hen. Ma MARV, HVNCNA=fo. $ B= {r:ii c N}, Km 
xri € AnVnU;. W BUC e XX (X), 从 而 B= An(Vn(BUO)) e XX). 因为 
CAOB = Ø, FE i cN, JEU; B— øg, FB. WX 是 空间. 

51 2.4.1185% t X 具有 点 可 数 型 . Hae cU er, WHE K c %(X), 41E 
reKCUHK EX PRATAR. 

证 明 Lew (X), Hee eL H LEX PHARMA E {U hen. 由 
归纳 法 证 明 : 存在 X 中 递减 的 开 集 列 {Vi}, 使 z € V; c UNU Vig AL c VNL. 
只 须 注 意 到 , 若 已 取 定 了 Vn, AL 的 紧 性 , FE Vapi € 7, Ez € Va C VainUsaa 
HVa4aunL-W-9. RE, 定义 K = Ln (NV). MK e (X) H 
rcKcU. KKCW er. 那么 LC WUU 一 Vi)), 于 是 存在 
m € N, f£ L CWU(X -V,,), AMA k > m, (HU, CWU(X —V,4), 因此 
Ve CU, nV, CW. W {Vihen Æ K 在 XX 中 的 邻 域 基 . 

定理 2.4.129 x 具有 点 可 数 型 当 且 仅 当 X 是 仿 紧 M 空间 的 开 映 象 . 

证 明 由 命题 2.4.7 和 引 理 2.4.11 得 必要 性 . 为 证 明 充 分 性 只 须 证 , 仿 紧 M 
空间 是 点 可 数 型 空间 以 及 开 映 射 保持 点 可 数 型 性 质 . 

设 (20,) 是 仿 紧 空 间 X WM 序列 . XE x € Xn € N, st(z, Mri) C st(z, Yn). 
由 收敛 引 理 , {st(z,Un)}nen ER r 的 紧 集 门 nst(x, Ya) 在 和 中 的 邻 域 基 . 故 
X 具有 点 可 数 型 . 

dX f:X—Y BARN, HX 具有 点 可 数 型 . X y € Y, Box e f^! (y). 38 
么 存在 含 r WARK, 使 K TEX 中 具有 递减 的 邻 域 基 {Ui eu, FÆ {f (Ui) en 
是 含 y WAR f(K) 在 Y 中 的 邻 域 基 . 故 Y 具有 点 可 数 型 . 
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点 可 数 型 性 质 , q 空间 性 质 , 强 Fréchet 性 质 , Fréchet 性 质 , 序列 空间 性 质 , k 
空间 性 质 , 9 第 一 可 数 性 质 等 都 是 比 第 一 可 数 性 质 弱 的 拓扑 性 质 , 统称 为 弱 第 一 可 

例 2.4.13 ” 逆 紧 映射 不 保持 下 述 性 质 : 第 一 可 数 空间 , 点 可 数 型 , q 空间 , 9 第 
一 可 数 空间 . 因而 逆 紧 映射 不 保持 度量 空间 或 仿 紧 M 空间 的 开 映 象 . 

ib X 是 蝶 形 空间 ( 例 1.8.3), WX 是 第 一 可 数 空间 . $ K =I x {0}, N K Æ 
X WAR. 让 请: 各 一 X/ 开 是 自然 投射 , 则 f EKRI, 并 且 X/K 不 是 第 一 
可 数 空间 . 由 于 X/K 是 具有 点 Gs 性 质 的 正则 Fréchet 空间 , 所 以 X/K EDE q 
空间 (定理 1.7.7), 也 不 是 9 第 一 可 数 空 间 (推论 1.6.18). 

例 2.4.14 弱 第 一 可 数 空间 . 

(1) g 第 一 可 数 性 ze Fréchet 性 质 , q 空间 性 质 , 如 Arens 空间 So (fill 1.8.6). 

(2) 紧 性 (因而 点 可 数 型 性 ) 为 序列 空间 性 质 , 如 紧 化 BN. 

(3) Fréchet 性 质 ze 强 Fréchet 性 质 , 如 序列 扇 5。( 例 1.8.7). 

(4) q SEE > k ZEA. 让 X Æ Frolik 空间 Dio, BH N C X C BN, H 
X ON 的 基数 不 超过 c 的 可 数 紧 子 空间 . Ju] X 的 所 有 紧 集 是 有 限 集 , 于 是 X 不 
Æ k 空间. 

(5) HA, 第 一 可 数 性 > p 空间 性 质 , 如 蝶 形 空间 . 

例 2.4.15 V 空间 (fi) 1.8.1): 度量 空间 的 有 限 到 一 开 映 象 . 

UX XR V 空间 . Xr eR, ik xX, = {(z,y) € R : y= |x- rl}. 则 
X, 是 X 的 可 度量 的 开 闭 子 空间 , 且 {X :reR}+ 是 X 的 点 有 限 开 覆盖 . > 
M = 外,n Xi, f:M 一 XX 是 自然 映射 则 M 是 度量 空间 且 了 是 有 限 到 一 的 
FI. 下 面 证 明 f 是 紧 履 盖 映 射 . WX 的 紧 集 K, $ Ko = Kn (Rx {0}, 
Kı = K —U{X,:r € ™(Ko)}. HT Rx(0) 是 的 闭 离散 子 空间 ,所 以 Ko 是 
ARE. XEF K 是 可 度量 的 , 所 以 Ki 是 有 限 集 . 从 而 存在 M 的 紧 集 工 , 使 
f(L) =K. 

问题 2.4.1604] (Olson RC) 具有 点 可 数 基 空 间 到 具有 点 可 数 型 空间 的 商工 
映射 是 否 是 可 数 双 商 映射 
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寻求 度量 空间 闭 映 象 的 内 在 特征 是 Arhangelskii2g 提出 的 问题 . Lasnev (221 
研究 了 这 个 问题 , 并 且 给 出 了 Arhangelskii 问题 的 第 一 个 解 , Foged? 给 出 了 又 
一 个 回答 . 本 节 内 容 由 三 个 部 分 组 成 . 第 一 部 分 , 建立 度量 空间 闭 映 象 的 内 在 特征 ， 
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包含 Foged 的 著名 定理 . 第 二 部 分 , 讨论 遗传 闭 包 保持 集 族 的 一 些 性 质 , 由 此 产生 
几 个 度量 化 定理 . 第 三 部 分 , 介绍 度量 空间 闭 映 象 的 可 积 性 条 件 . 

定义 2.5.19] X 称 为 Lasnev 空间 , WR X 是 度量 空间 的 闭 映 象 . 

显然 , La&nev 性 质 是 可 加 性 和 遗传 性 . 由 命题 2.3.19, Su x Sı 不 是 Lainev 空 
间 , 因而 Lasnev 性 质 不 是 有 限 可 积 ' 

定义 2.5.2212] 设 夕 是 空间 XX NRK. P 称 为 遗传 闭 包 保持 的 , 若 对 
H(P)cPe P, EIR (H(P):Pe FP} 是 闭 包 保持 的 . 

遗传 闭 包 保持 简 记 为 ACP. 显然 , 局 部 有 限 集 族 全 HOP 集 族 > 闭 包 保持 
集 族 . 易 验 证 , 闭 映射 保持 HCP 集 族 . 

命题 2.5.3277] E PD 是 正则 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 , 则 多 也 是 X 的 
遗传 闭 包 保持 集 族 . 

证 明 t = {Pajea HYP REX 的 HCP RK, 那么 对 a € A, TE 
f£ Ha C Pa, E Unca Ha ET Ma € Ujen Ha — Uca Ha 对 a € 人 ,存在 
WU,erfcseWH,cU,HV,nt,es FÆ Ha C Ua N Pa CUa N Pa. 
所 以 


xr € UUs N Pa: a EA} -U(U, n Py: a € A}. 
从 而 有 Be 和 ,使 ze Us Ps, 因此 Usn Pan Va 49, FE. KP EX KH HOP 
4k. 

引 理 2.5.4024. te PD 是 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . AK Æ X 的 可 数 紧 
R, WFE F € K^", E (Z2) c 是 有 限 的 . 

WEB] GEAR, 则 存在 多 的 可 数 集 {Pi}wen RX 的 序列 {rr}, 满足 

zi € PNK, nq € Papi (K — {ri:i<n}),neN, 
则 {z%} ARA, 这 与 多 是 HOP 集 族 相 矛 盾 . 

由 此 , di P 还 是 天 的 覆盖 , 则 ^ 的 某 有 限 集 履 盖 K; 另 一 方面 , X 的 序 
列 {rn} 收敛 于 z € X — (m, :n € N}, WHE MEN, f& (P e P: {rnin 
m} N P 4 9) 是 有 限 的 . 

引 理 2.5.5012 # D 是 Fréchet 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 的 闭 集 族 , 那么 
(n* : Pt e gp 也 是 遗传 闭 包 保持 集 族 . 

证 明 ERR, 存在 指标 集 A 及 Pa 6 PY, Ga C Nn, WE Ucr Go 
不 是 X 的 闭 集 ， 于 是 有 序列 (2) C Uic Ga, 使 mw > r € X - UA Ga 
Xi n € N, FE aln) € A, 使 ze Gam. 不 妨 设 所 有 a(n) 互 不 相同 . BD, 
的 有 限 性 , 存在 {a(n)} 的 子 列 {ane}, 使 Pain) -Ucp Zan) z 2, T XXX 
m EN, {P € Uren Pain)? 24, : k 2 m) n P z e) 是 无 限 集 , 矛盾 . 
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引 理 2.5.60] 3 Fréchet 空间 X RA k W Uen Zn, EP Pn C Past. 
E X BFI 2 收敛 于 x Ee U 一 2, 其 中 Ue 7, 则 存在 m eN, 使 2 AF 
int(U[P € Zm: P CUY): 

证 明 Xn e N, i 2 = {P e Pa: PC UL PESADA, 那么 
可 选取 2 HIT {z,}, Hz, eU-in(UZ:) cU-UZz; 于 是 存在 序列 
[zs] CU — US, tH znk > zn. Am € (zac: n,k CN}, WEET {en jn, ) 5 
TE zne; — z, 其 中 m < nj BA Unen Pn Æ k W, MARE m EN, f {zak} 
TU, 这 与 当 nj > m 时 zne EU -UPA HA. 

命题 2.5.7 设 f:X 一 Y CREO. E de X B k 网, MW f(A) 是 
Y 的 大 W. 

定理 2.5.8 ”对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 Lasnev 空间 ; 

(2) X 是 具有 o 遗传 闭 包 保持 网 的 TR] ELA PHI TRI RFS; 

(3) X 是 具有 o 遗传 闭 包 保持 网 的 Fréchet 空间 01221. 

证 明 () 人 (2). 设 上:M 一 X 是 闭 映 射 , 其 中 M 是 度量 空间 ， 由 命题 
2.3.1, X Æ Fréchet 空间 . 因为 S2 不 是 Fréchet 空间 ( 见 例 1.8.6), 所 以 X 不 含 闭 
TT S. 设 P 是 MM 的 o 局 部 有 限 基 , 由 于 f 是 闭 映射 , 从 命题 2.1.16 
和 2.5.7, f(P) Æ X 的 o 遗传 闭 包 保持 W. 

(2) => (3)879. 显然 , X 具有 点 Gs 性 质 . 由 推论 2.3.5, X 是 序列 空间 如 
R X AF Fréchet 空间 , 那么 存在 X 的 子 集 4, HAA 4, 其 中 4= {ze€EX: 
存在 A 的 序列 {zn} f z, 一 z}. 于 是 4 不 是 X 的 闭 集 , 从 而 存在 4 的 非 平 
凡 序 列 {£n} 收敛 于 ze A-A 选取 X 的 开 集 列 (U,), HAL US; C Un B 
{£} = (eg Un. 不妨 设 zw € Un. MERX 中 互 不 相交 的 开 集 列 (Vn), 使 
En E€ V,. 对 ne N, AN Un O Vn PREIEI {£nm}m WHF £n. > 

M= {rz}U {zn : n ENU {tam :n,m e N}, 
WW M Æ X ASIA S 的 闭 子 空间 , 矛盾 . WE X Æ Fréchet 空间 . 

(3) => (1). # Fréchet 空间 X 具有 o 遗传 闭 包 保持 大 网 2. H3 2.5.5, 可 
以 记 P = Unen Zn, 其 中 Pn 是 关于 有 限 交 封闭 的 HOP 集 族 且 Pn C Pays. 
X P E Pa S 


Ra (P) = P — int(U{Q € Pn: PZ Qh), 
Rn = {Rn (P) :Pe Pah- 
(8.1) Mae X, 8 X 的 序列 (rS TreX-izx:neNLhreUer. 
E {zn} BF int(U{P € Pm : P cC UJ), M (z,) AF int(U;,), HUB, CU, 
其 中 = {RE Zm: RN {27:n EN) 是 无 限 集 }. 
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FXE, W L= {z : n € NV = int(UZ,) -UfQe Bn U Bn: QN 
工 是 有 限 集 }, WV er. 由 引 理 2.5.4, {en} REV. My eV, Hye Qe Zm W 
QOL 是 无 限 集 , THF, 在 y 是 点 有 限 的 (由 引 理 2.5.4), ATT O(Am)y € Pm. 
4 Ply) =UFPm)y, BA y ¢ UIQ E€ Pm : Ply) Z Q}, 所 以 y € Rm(P(y)), 于 是 
Rin(P(y)) n 是 无 限 集 , 因此 R, (P(y)) e Z, Bly € R,G()) C UZ. 这 说 
明了 CUB, 所 以 {zw} 终于 int(UZ/ ). 对 Rn(P) € Z, 存在 Qe Pn, E 
Ra(P)CPCQCU. FI, int(J{Q € Pm: Q CUY C int(UQ E€ Pm:P Z 
Q}) C X -Rm (P), 那么 {cn} BF X - Rm (P), 于 是 Rn(P) OL 是 有 限 集 , 矛盾 . 
因此 UZ, C U. 

现在 , Hn € N, 4 Bt = GZ, V{X —int(UZ,)), 3 Hid B = {Ra :a € An}. 
赋予 人， 离散 拓扑 . E 

M = (8 = (an) € [fen An: {Ran} Æ X FEAR (8) 的 网 }， 

WM 是 可 度量 空间 .对 6 € M,a(8) 是 唯一 确定 的 . iE X f: Mo XN 
f(8) = a(8). 

(8.2) f 是 满 函 数 . 对 zx € X, Ae EX Borm, 那么 存在 m EN, 使 
{x} E P us 于 是 Rn({r}) = {x}, 所 以 有 8 €M, 使 FCB) =“. poz xX HM 
聚 点 , 则 存在 X — {x} 的 序列 {r} 收敛 于 x， Hn € N, Mik an € An, 使 
Ra, N {£p : k EN} 是 无 限 集 . 如 果 这 点 做 不 到 , 则 选取 av € An, fim € Ron: 
那么 总 有 zz e Ra. 由 引 理 2.5.6 和 (8.1), (Rs, }nen 是 z 的 网 . + 8 = (an), W 
B € M B f(8) =z. 

(8.3) f 是 连续 函数 . VEU € v(X) HB e f (U). id 8 = (os), WHE 
m E N, {E f(8B) € Ran CU, FÉ 8€ ( € M m (y) = am} C fU), 因而 
f^«(U) € r(M). 

(8.4) f 是 闭 映射 . WF e r'(M). ix € f(F) — f(F), 则 存在 f(r) 的 序 
列 {zi} 收敛 于 xz. Wie N, RB = (ain) e Fn f(x) HAM ne NFA 
ti € Ran € Z7. EHH9| 8E 2.5.4, FE m EN, {E {R E€ BE: RN {x;,:i 2m) 4 e) 
是 有 限 集 , 因而 有 NN 的 无 限 集 厂 和 al € A, HM ien Aaya =a. 由 归纳 
法 , 可 选取 N 的 递减 无 限 集 列 {m} 和 6 = (an) € [Leg An, f n EN, iEn 
IN, Qin = Qn. Xf n EN, WM k(n) € ,使 k(n) < k(n 十 1). 那么 Bis; > B, 
AmB EF. MneNieh, Az € Ra, 因而 x E Ra, Rr EU €7(X), 
因为 xj 一 cz, 由 引 理 2.5.4 和 (8.1), 存在 mm EN, 使 {zi0w} 终于 U{R € 
Rm : RO {remy : n E N} 是 无 限 集 } CU. Hi Sm, Wk) eI; c In, FR 
Rom = Ragin BW {Ran jnen Æ x 的 网 . 因此 z= f(8) € f(F), 矛盾 . 于 是 上 是 
闭 映射 . 
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综 上 所 述 , X 是 Lasnev 空间 . 

定义 2.5.9 设 Z 是 空间 X 的 集 族 . 

(1) P 称 为 弱 遗 传 闭 包 保持 集 族 U, GE z(P) e P e P, RIR {{x(P)} : 
Pe P) 是 闭 包 保持 的 , 即 {zx(P) : PCA BX 的 闭 离散 子 空间 . 

(2) P 称 为 可 数 遗 传 闭 包 保持 集 族 (可 数 弱 遗传 闭 包 保 持 集 族 ) 201. 若 20 的 
每 一 可 数 子 族 是 遗传 闭 包 保 持 的 ( 弱 遗 传 闭 包 保 持 的 ). 

对 X 的 集 族 P, 置 

D(P) = {1€ X: (P) 不 是 有 限 集 }， 
F(P) ={P—- DFP): Pe PU {{r}: x e D(2)). 

引 理 2.5.10012, 25] $t P 是 空间 X 的 可 数 弱 遗传 闭 包 保 持 集 族 , 则 FP) 
是 紧 有 限 集 族 . 

证 明 X K e X (X). 首先 , KO D(2) 是 有 限 集 . 否则 , KO D(22) 含 无 限 
4 (x, :ne N} B D(Z) 的 定义 , 存在 儿 的 无 限 集 {Pjwen, 使 zw € Pr, 从 而 
{zn :n E N} Æ X 的 闭 离 散 集 , KS K 的 紧 性 相 矛 盾 . 其 次 , CZ (2) BAR 
集 . 否则 , 有 2 的 无 限 集 (Qusen, tH (Qn — D($2) NK z e, MAA K 的 无 限 
集 (yi: i CN} 和 集 列 (Qu), f y; € Qu, HIB. 故 F(F) 是 紧 有 限 的 . 

定理 2.5.1125] X 是 Lasnev 空间 当 且 仅 当 X 是 具有 ZAR k 网 的 正则 
的 Fréchet 空间 . 

证 明 设 X 是 Lagnev 空间 . 由 定理 2.5.8, X 是 正则 的 Fréchet 空间 并 且 具 
AKA en Zn HH FY, 是 HCP APY, C Pasi. 采用 引 理 2.5.10 的 记号 , 则 
Unen V (A) Æ X Wo 紧 有 限 大 网 . 只 须 证 它 是 网 . x 的 紧 集 K CU eT, 
FE mE NA Pe P<’, HK CUPCU.F 

F ={P—-D(An):P€ AU {{a}: 2 €KND(Pn)}, 
W) F EF, Pn A HK CUZ CU. 

RZ, 设 正则 的 Fréchet 空间 XX A k 网 UN Zn HA, 是 紧 有 限 的 . 由 
定理 2.5.8, 只 须 证 27, 是 X W ACP RIK. W Pa = {PjacA H a E An X 
Ha C Py, EE v» € Uncen, Ha 一 Uses Har WA Uncen, Ha 的 序列 (v) 收敛 
Tor, FH Ha US {xi} 的 有 限 项 , 从 而 A, 不 是 紧 有 限 的 , 矛盾 . te X 是 Lagnev 
空间 . 

本 节 第 二 部 分 , 利用 上 述 关 于 Lasnev 空间 的 内 在 特征 建立 几 个 度量 化 定理 . 

引 理 2.5.1274 Y 儿 是 空间 x 的 可 数 遗 传 闭 包 保持 的 开 集 族 , A C X. 若 
x E At HFE X FE r HG RG, EGNA- {r} = e, WI (FP), 是 有 限 的 . 

证 明 车 不 然 , 则 存在 (22). 的 可 数 集 {Phen， 记 G = (la Gs; 其 中 


Gn ET. 令 
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Hi=ANPNG, Hng = Hn O PasinGnu, NEN, 
Ml 2 € LNG: MA {a} c Hi- 2} = Uen Hn — Ban = Unen Hs Hors F 
是 存在 m € N, f£ x € Am — Hi 41, 从 而 Pai Gen (Hm — Haga) Z Ø, FE. 
推论 2.5.13 KP 是 空间 XX 的 可 数 遗 传 闭 包 保持 的 开 集 族 . E X RA 
具有 点 Gs 性 质 , W (FA), 是 有 限 的 . 

推论 2.5.14. BU oy Zn BT X 中 点 x 的 局 部 基 , 其 中 多 ,是 遗传 闭 包 
保持 的 . Fic EX 的 聚 点 , S BARN. 

证 明 XInceN,Pe Pn, WE (P) E P- {r}, $ Fa = {2(P) : P E€ Pa} 
W Fa Ert. E A= Unen n G = X- A. 那么 ze ANG, GHEX HG; 集 且 
Gn(A- (z)) = Ø. 由 引 理 2.5.12, Pn 是 有 限 的 . 

引 理 2.5.1574 设 DA 是 空间 X 的 可 数 弱 遗 传 闭 包 保持 的 开 集 族 . OX 是 
k 空间 , WAP er. 

证 明 对 K€ JC (X), 由 引 理 2.5.4, FE F € K, fE (2) p 是 有 限 集 . 
x} Pe P-(AP)x_p,PNK CF, AUK N(NY) €7(K). BT X 是 k 空间 ,从 
if] n €7(X). 

3|38 2.5.1699. 设 P 是 空间 X 的 可 数 弱 遗 传 闭 包 保 持 集 族 . EX 是 
Fréchet 空间 , 则 A 是 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 

证 明 X H(P)CPe 多 ,车 存在 x € U{H(P):Pe Z1—U(H(P):Pec 
2), 则 存在 U(H(P) : P e 2) 的 序列 {on} 收敛 于 r, FH H(P) BUS {rn} 的 
有 限 项 . FH m EN, 则 {Pe A: {rnn > m] NAP Zo) 是 无 限 集 ,矛盾 . KAR 
X W HCP 集 族 . 

定理 2.5.17 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 可 度量 空间 ; 

(2) X 具有 o 遗传 闭 包 保持 基 41: (Burke-Engelking-Lutzer 度量 化 定理 ) 

(3) X 是 具有 o 可 数 弱 遗 传 闭 包 保 持 基 的 大空 间 [74; 

(4) X ÆRA o 可 数 遗 传 闭 包 保持 基 的 点 Gs 空间 059); 

) 
) 


(5) X 是 具有 可 数 弱 遗 传 闭 包 保持 有 网 的 强 Fréchet 空间 ; 

(6) X BAA o ZAR k 网 的 强 Fréchet 空间 2921. 

证 明 由 定理 1.3.2 得 (1) > (2) 和 (6). 由 定理 2.5.11 和 2.2.2 得 (6) > (1). 
由 推论 2.5.14 得 (2) > (3) 和 (4). 由 推论 2.5.13 得 (4) > (5). 由 引 理 2.5.16, 定 
H 2.5.8 和 2.2.2 得 (5) > (1). 

(3) > (5). V Unen Zn Æ k 空间 X 的 基 , 其 中 2, 是 可 数 弱 遗 传 闭 包 保 持 
Hj. XI x € X, 由 引 理 2.5.15, (n(22,)«]aeu 是 x 的 局 部 基 ; 故 X 强 Fréchet 空间 . 
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下 面 两 个 例子 对 定理 2.5.17 的 条 件 给 予 说 明 . 

例 2.5.1871 FERA o 弱 遗 传 闭 包 保持 基 的 不 可 度量 的 正则 空间 . 

WA 是 基数 小 于 NO 的 序数 之 集合 . OZ = {0,1}4. 对 z€ Zac A, 
z(a) = Na(z). s 是 Z 的 每 一 坐标 为 0 的 元 , 多 是 s 在 积 空间 2 的 基本 开 邻 域 基 . 
置 


X ={s}U{zEZ: {ae A:z(o) 20) e AS}. 
X 赋予 如 下 拓扑 : X 的 唯一 聚 点 s 的 邻 域 基 是 Ax. 则 X 是 非 第 一 可 数 的 正则 空 
IR], 所 以 X 不 是 可 度量 空间 . X n EN, 定义 
Pry, = {{2}: 2E X- {s} Eac A:z(a)=0} =n}, 
则 Pin Æ X 的 离散 开 集 族 . 对 B c 2, 定义 
Ag = {a E€ A: Tal B) = {0}}, 
Jl] A5 c A<” H B Hi Ag 唯一 确定 . 再 定义 
Pm ={BOX:BEBHA ABC (0, un}, 
其 中 w 是 基数 为 N 的 第 一 个 序数 , 那么 Pon] < Rn. 为 证 Pon 是 弱 遗 
传 闭 包 保 持 集 族 , 只 须 证 对 BNMX € Pan, p(B) E€ BNX —{s}, As ¢ 
(pB):BnXe Px}. & 
Pp = {a € A: p(B) (a) = 0}, 
LlL-U(Tg:BnXe Pn} 
3A Ds e AS’, FHIT| SR. ME 8€ A-T. $ 
Velsezug e. 
3AseVnXec(X) RVníip(B): Bn X € Pm} = e, Art 
故 X AA o 弱 遗 传 闭 包 保持 基 U, c (sU Pan). 

由 定理 2.5.17, X 不 是 大 空间 . AA X = {8s} U (Unen (UZ7)). MUX Æo 
闭 离散 空间 , 于 是 X 具有 点 Gs 性 质 . 故 具 有 o 弱 遗 传 闭 包 保持 基 和 点 Gs 性 质 
的 正则 空间 未 必 是 可 度量 空间 . 

例 2.5.19/229. 390] Fortissimo 空间 : 具有 o 可 数 遗 传 闭 包 保 持 基 的 不 可 度量 
的 正则 空间 . 

对 不 可 数 集合 X. BOE p AX 的 特殊 点 . X, 称 为 Fortissimo 空间 , WR X 
IWF Fortissimo 拓扑 : X} F C X, F e (X) 当 且 仅 当 或 者 pe F, gk rur 
集 . Fortissimo 空间 具有 性 质 : 

(1) X, 是 正则 的 Lindelöf 空间 ; 

(2) X, 不 具有 点 Gs 性 质 ; 

(3) Xp 的 任何 集 族 是 可 数 遗 传 闭 包 保持 集 族 ; 
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(4) 对 X, 的 不 可 数 集 A, {{z} :ze A) 不 是 闭 包 保持 集 族 ; 

(5) X, 的 紧 集 是 有 限 集 . 
逐一 验证 如 下 . 

(1) 显然 , X, 的 单 点 集 是 闭 集 , 并 且 

{{z}: x € Xp — {ph U {B C Xp: pE BH |X, -B| < No] 
是 X, 的 闭 基 , 所 以 X, 是 正则 空间 ， 对 X, WHY, MU El) W 
|X, — U| € Wo, RY AMAT Bm. 

(2) 对 p 的 任 一 开 邻 域 列 {Un}, X, — (], c Us] < Ro, FÆ {P} # Chen Un- 
从 而 X, 不 具有 点 Gs TERR. 

(3) X P Æ X, NRK. 对 P 的 可 数 集 {Pijwen 及 Qn CP, F- 
Unen@Qn 若 pe 忆 那么 已 是 2 的 闭 集 ; Hp gF, WA JRI < No, TH 
IF| < No, MATT F d X, HAR. 故 多 是 可 数 遗 传 闭 包 保持 集 族 . 

(4) 因为 A 不 可 数 , 所 以 p e A— (p, 于 是 4 一 {p} REX, WAR. w 
{Hx}: x € A) 不 是 闭 包 保持 集 族 . 

(5) ^U pe K e X (X). HK 是 无 限 集 , MK — (p) 的 无 限 集 (m, :me 
NY. BAK WHat {X, 一 {zw :n € NPU {rn}: n e N 不 含有 限 子 覆盖 ， 
E. 所 以 KK 是 有 限 集 . 

问题 2.5.20P2601 具有 o 弱 遗 传 闭 包 保持 基 的 空间 是 否 具有 点 Gs 性质? 

问题 2.5.21P262 RA o RAM k 网 的 正则 的 空间 是 否 是 亚 Lindel5f 空 间 ? 

本 节 第 三 部 分 , 讨论 Lasnev 空间 的 可 数 积 性 质 及 相关 的 逆 紧 道 象 性 质 . 具有 
c 遗传 闭 包 保持 网 性 质 不 是 有 限 可 积 性 . 

例 2.5.2293 S, x S, PRA o 遗传 闭 包 保持 大 W. 

i X = Uscu, Xos 其 中 各 Xa = {8} U {zan : n E N} 的 公共 点 s BX 的 唯 
RAHU 是 s 的 开 邻 域 当 且 仅 当 对 a < wi, 存在 Mma € N, 满足 

{s} U {£an : N S iy exu) C U, 
WX 同 胚 于 Sa. 

WR F ES, xS, No- HCP Ak Fd. 利用 超 限 归 纳 法 ,可 选取 .多 的 不 可 数 
R {Fa}acui TE |Fa ({s} x Si)| = No. ERE, 先 选取 多 ' e F<", IE Xo x Si Cc 
UF". 于 是 存在 Foe F' Fl xo € Fo ((Xo — {s}) x S1), 1E |Fo N ({s} x S1)| = No. 
假设 , 对 a < wi, WR B < o, 已 选取 了 Fa €. Marg € Fan ((Xa— {s}) x Si), 
48 |Fs N (s) x S)| = No. AF Su, x Si 的 闭 集 (za : B <a} EXE Xa x S 
不 相交 , 存在 F" € F<", 使 Xs x Sj C UJ" C So x Si — {zg : B « a}, AT 
存在 Fa € F" UR £a € Fa N ((Xa — {s}) x S1), 1E |F, N ((5) x $))| = No. 
A F,nízg:B«oa) 2 e, MAHB < a 时, Fo z Fa. BH, 就 选取 了 .多 的 
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不 可 数 集 {Fa}acui f |Fa N ({s} x Si)| = No. Bl {s} x Si AER S| 2.5.4, 
{Fe F:|FO({s} x Si1)| = No) 是 可 数 的 , 矛盾 . 故 5,, x Si AAA o 遗传 闭 包 
保持 W. 

引 理 2.5.2307] i X,Y 都 不 是 离散 空间 . 若 X x Y 是 Lasnev 空间 , WE 
是 可 度量 空间 . 

证 明 因为 X 是 非 离散 的 Fréchet 空间 , 于 是 X SAF S,, 从 而 
S, x Y # Fréchet 空间 . 由 命题 2.3.19 和 定理 2.5.17, Y 是 可 度量 空间 . 同 理 , X 
是 可 度量 空间 . 

定理 2.5.24 {Xn} 是 Lasnev 空间 列 . 

(1) 3$ Z CTI pen Xn Æ Fréchet 空间 , 那么 2 是 Lasnev 空间 9701; 

(2) Æ |X,| 2 2 BA] en Xn Æ Fréchet 空间, BAT] en Xn 是 可 度量 空间 . 

证 明 (1) 由 定理 2.5.11, X RA k W Unen Pam, 其 中 Pam 是 X 的 紧 
有 限 集 族 且 Prim C mii. 对 ieN, 令 

P, = Mh: Pmi) X Hasi Xr} 

那么 (Uien Ai)iz 是 正则 的 Fréchet 空间 2 的 o ZAR k 网 , 故 2 是 Lasnev 空 
间 . 

(2) € 


A= Ten X3, Y = IT. Xon-1- 
IBA X,Y 都 不 是 离散 空间 . 由 (1), X x Y 是 Lasnev 空间 , 于 是 它 是 可 度量 空间 . 
WIL a Xn 是 可 度量 空间 . 

问题 2.5.2570] 寻求 可 数 个 Lasnev 空间 乘积 的 子 空间 的 内 在 刻画 ? 

7,: $, x Sı — S, 是 道 紧 映射 . 虽然 S, x Si 具有 Gs 对 角 线 , 但 是 S, x S 
不 具有 o 遗传 闭 包 保持 网 (所 以 不 是 Lasnev 空间 ). 从 而 具有 o 遗传 闭 包 保持 
k 网 空间 或 Lasnev 空间 都 不 满足 逆 紧 逆 象 Gs 对 角 线 定理 . 然而 , 有 下 述 结果 . 

推论 2.5.2029 ef: XY eww, 其 中 Y 是 Lasnev 空间 . # X 
是 具有 Gs 对 角 线 的 Fréchet 空间 , 则 X 是 La&nev 空间 . 

证 明 显然 , X 是 仿 紧 空 间 . 由 推论 2.2.11, 存在 度量 空间 M 和 一 对 一 映射 
g: X — M. 对 性 质 “ 具 有 o ZAR k 网 ”应 用 推论 2.1.9, X 具有 o RAM Kk W. 


i X 是 Lasnev 空间 . 


HY 


2.6 Eu 


本 节 的 目的 是 初步 介绍 Michael 和 NagamiP5?) 关于 度量 空间 在 各 类 紧 履 盖 
映射 下 象 空间 的 特征 . 下 节 将 继续 介绍 关于 紧 覆 盖 开 s 映 象 的 刻画 . 
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定理 2.6.1059 (1) X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 映 象 当 且 仅 当 X 的 每 一 紧 集 可 
度量 ; 

(2) X 是 度量 空间 紧 履 盖 的 商 ( 伪 开 , 可 数 双 商 ) 映 象 当 且 仅 当 六 是 每 一 紧 集 
可 度量 的 大 空间 (Fréchet 空间 , 强 Fréchet 空间 ). 

证 明 (1) WX 是 度量 空间 M ERE MON f PIR. K € W(X), 存在 
Lec JE (M), ff f(L) =K. HY LER SS, 所 以 K 是 可 度量 空间 . RŽ, 
设 X 的 每 一 紧 集 可 度量 , S M = @.% (X). W M 是 可 度量 空间 , 并 且 从 M 到 XX 
的 自然 映射 是 紧 履 盖 映 射 . 

(2) 由 命题 2.3.1 得 必要 性 , 由 映射 引 理 得 充分 性 . 

应 当 注 意 , AA X PS AMX KF {K e X (X): K 是 可 度量 子 
空间 } 具有 弱 拓 扑 , 所 以 (2) 中 的 大 空间 条 件 与 序列 空间 条 件 是 等 价 的 . 

度量 空间 紧 履 盖 开 映 象 的 刻画 依赖 下 述 引 理 . 

引 理 2.6.2059] 设 天 是 X 的 可 度量 的 紧 集 . £ K TEX 中 具有 可 数 邻 域 基 ， 
N K EX 中 具有 可 数 外 基 . 

证 明 分 别 设 {Un}nen 和 {Vijwen 是 的 可 数 基 和 KK E X 中 的 可 数 开 
邻 域 基 . S A = ((nim)eNxN:U, DUm}. WAX (n,m, k) € A x N, 存在 
Unm € T(X), 使 Un C Unm C Unm C X — (K — Un). © W (n,m, k) = Unm WV. 
形 如 W (n, m, k) 的 集合 的 有 限 交 全 体 之 集 记 为 2€, MA 是 可 数 的 . 往 证 .和 是 
K dE X 中 的 外 基 . 对 pe K &peUec(X), 定义 

B-í(a€c€ AxN:pecW(a)y; 
H(F) = Nacer W (a), F € BS’. 
WEE F € BS’, E H(F) CU. Wp(F)eH(F)-U. & 
Q(F) = (p(F):Fc F' € B®}, 
W KNAQ) ze. BWM, FE k,n,m EN, 1E V, oQ) 22e BpeU, CUn. id 
a = (n,m, k), F' = FU{a}. Mja € B H p(F’) E€ W(a)NQ(F) c V;.nQ(r) 2 e, 


矛盾 . 因此 , (KnQ(F):Fe Bs*} 具有 有 限 交 性 质 , 从 而 KN (n{Q(F): Fe 


B““}) AS. A-AM, Wa e K — (p), 选取 a € B, f£ x € WHat. 于 是 
x € Q({a}), 因此 (K — {p}) n (P(Q(F) : F € B<*}) = 2. 这 时 , {K n Q(P) : 
F € B®} = {p} cU. AK HIE, FE F e B^", BUD Q(F) Z e, 矛盾 . 故 
K dE X 中 具有 可 数 外 基 . 

由 引 理 2.6.2, 命题 2.4.4, 得 下 述 定理 . 

定理 2.6.3059 X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 开 映 象 当量 仅 当 X 的 每 一 紧 集 可 度 
量 且 在 X 中 具有 可 数 邻 域 基 . 

15) 2.6.4 紧 集 可 度量 与 弱 第 一 可 数 性 . 
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(1) 每 一 紧 集 可 度量 为 空间 性 质 , 如 Michael 空间 ( 例 1.8.8). 

(2) 在 每 一 紧 集 可 度量 的 空间 中 : 

(i) k 空间 性 质 + Fréchet 性 质 , 如 Arens 空间 5 ( 例 1.8.6)). 

(ii) Fréchet 性 质 + 强 Fréchet 性 质 , 如 序列 扇 5。( 例 1.8.7). 

(ii) 强 Fréchet 性 质 > 第 一 可 数 性 质 , 如 例 2.4.13 中 的 空间 X/K. 

(iv) 第 一 可 数 性 质 态 紧 集 在 X 中 具有 可 数 邻 域 基 , 如 蝶 形 空间 ( 例 1.8.3). 
蝶 形 空间 X 说 明了 一 个 值得 注意 的 事实 : X 既是 度量 空间 的 紧 履 盖 映 象 , 又 是 度 
量 空间 的 开 映 象 , 但 X 不 是 度量 空间 的 紧 履 盖 开 映 象 . 

(3) 每 一 紧 集 在 X 中 具有 可 数 邻 域 基 © 每 一 紧 集 在 X 中 可 度量 , 如 Alexan- 
droff 双 箭 空间 (fi 1.8.9). 

问题 2.6.5 ”用 度量 空间 的 映 象 刻画 性 质 : 每 一 紧 集 是 可 度量 的 第 一 可 数 空 


间 . 

例 2.6.62) HRI A 序列 覆盖 映射 . 

对 Isbell-Mrówka 空间 WIN) ( 例 1.8.4). xg X. f : YN) — S1 为 fN) - N) = 
(0) E f(n) = 1/n. 则 了 是 闭 映 射 . EKE, 设 v(N) 的 开 集 UV 5 f^! (0), WN-U 
是 有 限 集 . 否则 , 记 {ni;} 是 N 一 U 的 无 限 序列 . 由 e. 的 极 大 性 , 存在 A € e, 使 
A SBA {ni} 的 无 限 项 , 于 是 对 4 WARR F, A-F YU, 这 与 UV 是 点 4 在 
YN) 的 邻 域 相 矛盾 . 令 V = {0}U{1/n:neENNU}. WV 是 0 在 Si 的 开 邻 域 且 
fF (V) =U. 但 f 不 是 序列 覆盖 映射 , 否则 , 存在 v(N) WRR L, E fL) = Si. 
于 是 yN) 的 稠 集 N CL, 从 而 yN) = L, FE. 
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本 节 的 目的 是 建立 度量 空间 的 各 类 s 映 象 的 特征 . 度量 空间 商 s 映 象 的 内 在 
刻画 被 Arhangelski? 认为 是 “重要 而 困难 ”的 问题 . 寻求 该 问题 的 解 , 以 及 逐步 
完善 的 过 程 , 经 历 了 20 年 的 时 间 , 直到 1987 年 应 用 cs* 网 的 概念 才 给 出 较为 满意 
的 答案 . 本 节 从 点 可 数 集 族 着 手 , 应 用 cs* 网 、k 网 、 基 等 概念 , 描述 度量 空间 的 商 
s EZ. WF s 映 象 、 开 s EAMA s 映 象 的 内 在 特征 . 

命题 2.7.1 x 2€, P 是 空间 XX HEH, HPA CHAIX). FHP TRE: 
Xt Ke JE, 存在 P HAREJ {2n}, E 

(i) 对 neN, A, BK 的 有 限 闭 覆 盖 精 确 加 细 ; 

(ii) Mae K R&P,e(,),(vneN)(P,)eu7Éx Æ X 的 网 . 

则 有 可 度量 空间 M 及 映射 上: M X, 具有 性 质 : 
ORK 的 覆盖 % 精确 加 细 Y, HW = {Ua}aca, Y = {Va}aea 且 每 一 Uo C Vs. 
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(1) X K € X, TE Le X (M), f f(D) = K 

(2) H E c X, 35 (2) WH, JU £7 (5) 具有 可 数 基 . 

证 明 dd FP — {Pyhaca. XTi € N, A; 是 集合 A 赋予 离散 拓扑 的 空间 . 定义 

M = (8 = (os) € [lien Ai: {Poi} EX PIER x(G) 的 网 }. 

WW M 是 可 度量 空间 , 并 且 对 Se M,z(8) 是 唯一 确定 的 ,于 是 可 以 定义 函数 
f:M 一 X, 使 f(8) =2(@). E (ii), f BUN. E f EX, (2) R. 下 证 (1) 成 
AE. Xp K e 2€, x P WARRI (92, ) WE (i) M (ii). 对 ne NN, 存在 I, € Az" 
Al K WH {Ka : a Ern}, FA, —(P.:acr L Ka C P. E 

L = to € [lien Li : Nien Ka: 7 B}. 
WJLe-c(Lar) 事实 上 , 如 果 (o) € [ienr L, JU as Ka; = 2, 从 而 
FETE io EN, 18D) ici, Ka: = 2. OW = ((8) € Then Ti : bi = 05$ < in} W 
(a) EW € T(J lenr) HWOL=o. 因此 , Le 4 ([]exyli). 对 a= (o;) € L, 
存在 z € Nien Ko, C KNA (Nien Poi), FH AEM H fla n Mit LCM Rh. 
f(L) c K. 另 一 方面 , Hee K,i e N, FE oa € Ti, thre Ko,. & o — (o). 则 
a € L E f(a) = zx, Ft f(L) 2 K. t f(L) =K 

命题 2.7.2 Wf:X Y 是 序列 商 映射 . HP EX 的 cs* 网 , 则 /多 ) 是 
Y 的 cs* W. 

引 理 2.7.3033. 设 P 是 空间 X 的 点 可 数 cs* 网 . SH = (X), 则 WP 
满足 命题 2.7.1 的 条 件 . 

证 明 X K € J£, id K — {zx}U (zx, :neN}, 其 中 非 平凡 序列 x,, x. 先 
证 明 , MK CU er, PEF © P<’ 具有 性 质 ( 简 记 为 B(K,U)): K CUZ CU, 
H Aix C 7* — {o}. 

4 S'-IPce:szcePcU)sIBha. S ke N, i {rn} 不 终于 
Were 则 存在 子 列 (x) Ban, EX 一 I e P. 从 而 有 (s, 的 子 列 {y} 和 
m EN, f£ (yj) C Pm, 矛盾 . 因此 存在 ke N, 使 {zm} AF Ucr Pi 由 此 易 作出 

F c P RATER O(K,U). 

集 族 LZ c PY: F FAVE OK, X)} 是 可 数 的 , ind (buen. BR, 
{P,,} 满足 命题 2.7.1 的 (1). 下 面 验证 它 满 足 (i). 

wye K RP €(Pna)y(Vn EN). 让 y EVer. WRy=r, * Ki-Vnk, 
则 存在 多 ' e P<’ REEK, V), 同时 存在 多 ”Ee PSY, EK- K CUF" c 
X-K, FHF’ UF" AYER O(K,X), AMA ien, f& Z' UF" = P, Mw 
ye B, cUZ' cV. WR y Ax, 则 存在 Pe P, tye PCV —(K —{y}), TX 
存在 F' e P< 具 性 质 B(K —{y},X - (y), HA F' ULP} REE OK, X), 
此 存在 7 EN, 8 F'U{P} = Pi, FR ye PR=PCV. M{Pr}nen Æ y 的 网 . 
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定理 2.7.4[?33 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 点 可 数 cs* 网 ; 

(2) X 是 度量 空间 的 序列 商 s BRE; 

(3) X 是 度量 空间 的 序列 覆盖 s PARAR. 

证 明 ”由 命题 2.7.1 和 引 理 2.7.3 得 (1) = (3), 由 命题 2.1.13 得 (3) > (2), 由 
Nagata-Smirnov 度量 化 定理 和 命题 2.7.2 得 (2) > (1). 

推论 2.7.5043, 376 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 具有 点 可 数 cs* 网 的 序列 空间 ; 

(2) X 是 度量 空间 的 序列 商 的 商 s 映 象 ; 

(3) X 是 度量 空间 的 序列 覆盖 的 商 s 映 象 ; 

(4) X 是 度量 空间 的 商 s WZ. 

证 明 由 定理 2.7.4, 映射 引 理 和 命题 2.3.1 得 (1) e (2) e (3), 和 (2) e (4). 

应 当 提 到 ，(1) 如 果 将 推论 2.7.5 中 的 “序列 空间 ” 换 为 “Frkchet 空间 ”, 同时 
将 “ 商 映 射 ” 换 为 “ 伪 开 上 映射 ”", 那么 结论 仍然 成 立 ; (2) 在 具有 点 可 数 cs* 网 的 空 
间 中 , 空间 性 质 > 序列 空间 性 质 , 如 紧 化 BN. 

推论 2.7.6097 具有 点 可 数 弱 基 的 空间 是 度量 空间 的 商 s 映 象 . 

下 面 转 入 讨论 点 可 数 cs* 网 、 点 可 数 网 及 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s RAZ 
间 的 关系 . 

定义 2.7.7 KP 是 空间 X 的 集 族 . MACK MFCR, 

(1) F 称 为 4 的 极 小 覆盖 P97] (s ART Ay Bite 001), 如 果 多 覆盖 A, IFA 多 
的 任 一 真子 集 不 能 覆盖 A. 

(2) F 称 为 4 的 极 小 内 部 覆盖 US, 如 果 A C (UF), 并 且 对 多 的 任 一 真子 
4& 2€, A v (UH). 

引 理 2.7.89] (Mi&éenko 引 理 ) WR Z 是 空间 X 的 点 可 数 履 盖 , BAX 
的 任 一 子 集 仅 有 可 数 个 由 P 的 元 组 成 的 有 限 极 小 覆盖 . 

证 明 设 4CX 且 {129jaes HH Z 的 元 组 成 的 4 的 有 限 极 小 覆盖 全 体 . 
若 引 理 不 成 立 , 则 存在 n EN, HU ={A:a€ A, |A,| =n} 是 不 可 数 的 . 对 
Pe4,4wP)—-(Z,cwv:Pe Pa} Ra e A. Bl —U(V(P):z € 
Pe P} 由 于 2 是 点 可 数 的 , 于 是 存在 Pe F, x, € P, HUP) > No. 
Wn > 1 且 存 在 x € A— P. 4 V(B,P) = (4, € V(PD) : P € Za}, W 
T(P) -U(W(PB,P):zx;€ Pe P}. 因此 , FE P, € Z, Hr € P £P 
H [W(P,P,) > Xo. 重复 上 述 过 程 , 可 得 到 点 集 (m; : i <n} RRR {Pihicn, 
满足 x; € Pe Z, 4izAj<nW, BAP HUP, BR) > Xo 但 是 
|| (P,,---, P,)| 2 1, 矛盾 . 
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引 理 2.7.9 KPA 是 空间 X WATA k W. dp K € W(X), 则 存在 P HE 
盖 K 的 有 限 集 列 { 多,}, 满足 命题 2.7.1 的 条 件 Gi). 

WEBB 由 Migcenko 引 理 , iG LZ € 4799 :多 是 天 的 极 小 覆盖 } WLP, buen. 
Mee kK RP, € (Fi)jzs(Vn € N), Re eVer(X). RW e (K), fi 
r € W Adk(W) CV. BARE 26,26 € 27", fEdk(W) CUA CV 
HK-Wcu2&cx-íz). TX K c UH u 6), MME n CN, 使 
Pr C HA UH, Bl x e P, cU C V. M{Pahnen 是 x 的 网 . 

由 引 理 2.7.9, 命题 2.7.1 和 映射 引 理 , 有 下 述 推论 . 

推论 2.7.10°° Æ X 具有 点 可 数 闭 大 网 , 则 x 是 度量 空间 的 紧 履 盖 s A 
象 . 如 果 更 设 X Ek 空间 , UX 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s RE. 

引 理 2.7.1127 i f:X Y 是 商 映 射 ,其 中 XX 是 空间. WX 的 大 网 
B, E f( 多 ) 是 Y 的 点 可 数 集 族 , W f( 多 ) 是 Y 的 有 网 . 

证 明 i A = fB) WY 的 紧 集 K CUer7(Y), 置 

HH={Pe P: PAKZØ,PCcCU}. 

则 存在 F e HV, 使 KC UF. EDR, X y € K, dd (70), = {Pily)}ien. 那么 
FEK 的 子 集 4 = (yo: n € N}, EH ij < n BI, yn € Pily) Mae At > 
L= A- {a}. WL eg r*(Y), 于 是 存在 Ce XX), ELN f(C) g r(Y) ( 见 命 
38i 2.3.1), 从 而 An f(C) 是 无 限 集 . E D = f-'(K)nC. 那么 存在 Z ec, 
tt D c UZ' c f (U), FÆ f(D) C Uf(/)) CU. mi f(D)N A= f(C)n A, 
所 以 (Uf (22) n A 是 无 限 集 , 因此 存在 Pe (B) e <“% R A 的 无 限 集 . 设 
P = Pi(y;), 那么 存在 > i,j, f yn € Pily), TE. MA RY 的 网. 

定理 2.7.12. KX 是 局 部 紧 的 度量 空间 . 4: X oY 是 商 s 映射 , 则 上 是 
BOB BUM AY 具有 点 可 数 闭 网 . 

证 明 X 具有 ce 局 部 有 限 基 多 ,满足 多 CX(X). U P = f(A, WI AP 
EY 的 点 可 数 闭 集 族 . 由 引 理 2.7.11, Z 是 了 的 网， MRK e XY), Wu 
存在 "eg 使 及 CUP’, 从 而 存在 e Z”, EF) = 2F', 故 存在 
Lec (X), f£ f(L) = K. MU f J& EB us AUR. 

NagamiP!9 证 明了 局 部 紧 仿 紧 空间 上 的 商工 映射 是 紧 覆 盖 映 射 . 下 面 构造 一 
例 说 明 推论 2.7.10 不 是 可 逆 的 . 

引 理 2.7.13 Ut Z 是 强 Fréchet 空间 X 的 点 可 数 集 族 . EX (X) MA PF, 
那么 (P) Su x. 

WEBB 对 X 的 可 数 集 C, (Plc = (P,(C) hen. EFE x € X —U(2Fy, 
由 Fréchet 性 质 , 可 选取 X 的 可 数 集 列 (C), 满足 C1 = (xv € Ney On: 
Hij <n 时 , Ca N P(C) = 9. 于 是 2 的 每 一 元 仅 与 有 限 个 C， 相 交 . 
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由 强 Fréchet 性 质 , 存在 (C,) BUT 7) {C,,} 和 x, € Cn 使 zk > x. AW 
{x} U {zx : k € N} e X (X), MUA P 的 元 P 舍 {zs} 的 无 限 项 , 从 而 P 与 无 限 
个 On 相交 , 矛盾 . 

例 2.7.1413 408] R 的 点 无 理 扩张 拓扑 空间 X: 

(1) X 具有 可 数 基 ; 

(2) X 不 是 正则 空间 ; 

(3) X 是 可 分 度量 空间 的 紧 履 盖 开 映 象 ; 

(4) X 不 具有 点 可 数 闭 网 . 

WX =R. 赋予 XX 点 无 理 扩张 拓扑 :对 x € X, x 的 邻 域 基 元 形 如 {x}U(PNMU)， 
其 中 区 是 zz 在 及 的 欧 氏 邻 域 . 显然 , X 具有 可 数 基 . 由 于 Q 是 X 的 闭 子 空间 , 并 
H*XIQcVec(X) S V — X, AUX 不 是 正则 空间 . 由 命题 2.4.4, X 是 可 分 度 
ti^ |) ERR n T B SR 

KX 具有 点 可 数 闲人 MF. CX € = {PE 2P: P = ø}, W(X) 加 
CF. ERKE, Mt Ke W(X), SV =(KNQUP. 由 于 Q 是 X 的 闭 离散 子 
空间 , 所 以 K CV €r, 于 是 存在 多 € P, EK CUZ CV. EUF) ZØ, 
FER 的 开 区 间 J, 使 JnP CUZ, BAQNT CQNINPCQNV=QNK, 
从 而 QQ J 是 有 限 集 , 矛盾 . 因此 (UF)? = e, d Fe HY HK CUZ. 从 而 
JE (X) 加 细 aC. 由 引 理 2.7.13, X = UHE, 这 与 2€ 的 定义 矛盾 . MX IR 
有 点 可 数 闭 大 网 . 

本 节 第 二 部 分 , 探讨 度量 空间 的 开 s 映 象 的 内 在 特征 . 

引 理 2.7.15U9 FF PD FE Fréchet 空间 X 的 点 可 数 集 族 , 则 X. 的 任 一 子 集 仅 
有 可 数 个 由 多 的 元 组 成 的 有 限 极 小 内 部 覆盖 . 

证 明 X Fe YY, A 

HF) —-(H c X: F EH WAR) A RE }. 

对 4CX, 若 存在 不 可 数 个 多 © P<’, EA EHF), 则 存在 EN A Ae 
的 不 可 数 集 更 , 使 当 多 e v N,LZ| m BA e 2€ CZ). RZEP 的 满足 对 
不 可 数 个 多 更 有 多 CF 的 极 大 子 集 . W0<|2l<m H Ag (UZ). RE 
z € A-(UZ). WaeX -UZ. 由 于 X Æ Fréchet FO, FE X -UZ 的 可 数 
RL fir el. 0-(Zew:Zc.Z. GF EA, Wee (UF), FÆLI 
多 中 某 元 相交 . HF 的 点 可 数 性 和 9 的 不 可 数 性 , 存在 P CP, ELAP 
HO 中 有 不 可 数 个 元 含 P. 这 时 P e 多 并 且 在 9 中 (因而 在 更 中 ) 有 不 可 数 个 
FE RULPY 这 与 多 的 极 大 性 相 矛 盾 . 


QO@ 这 是 唯一 使 用 Fréchet 空间 之 处 . 原文 为 比 Fréchet 条 件 弱 的 countable tightness . 称 空间 X 具 有 countable 
tightness, # x € A C X, 则 存在 A 的 可 数 集 C, fi x € C. 
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命题 2.7.1609 设 空间 X 具有 点 可 数 集 族 P, 满足 对 x CU se, 存在 
F E(A)<”, fix Ee (UF)? CUF CU. WX 具有 点 可 数 基 . 
证 明 X FE P<’, He 
HF) -(H C X: F BH WAR) AE }， 
VF) = (UHF) N y, 
Y ={V(F) : F ee). 
首先 , V d& X 的 点 可 数 集 族 . 若 z eC V(F), 则 存在 4 e 2€(2)0n 2, fix € A. Al 
为 X 是 第 一 可 数 空间 , 8538 2.7.15, 只 有 可 数 个 多 e P<’, HAC H(F), Ti 
(FP), WR, FH (9), 可 数 . 其 次 , Y EX WE 对 ze U er, HEF EPY, 
f£ x € (UF)? CU. 不 妨 设 F 是 {z} 的 极 小 内 部 覆盖 . MBA < (Pse, 使 
E (UB)! CUB c (UF). E Be B, RWA B e HF), FÆ (UB) CVF), 
从 而 z eV(F) CU. 即 , BX 的 点 可 数 基 . 
定理 2.7.17 下 述 条 件 等 价 : 
(1) X 具有 点 可 数 基 ; 
(2) X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 开 s WRF 159]; (Michael-Nagami 定理 ) 
(3) X 是 度量 空间 的 开 s 映 象 B33]; 
(4) X 是 度量 空间 的 可 数 双 商 s T 1051, 
证 明 (1) > (2). X 具有 点 可 数 基 . 由 Miščenko 引 理 , X 的 紧 集 在 X 中 
具有 可 数 外 基 . 再 由 命题 2.4.4, X 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 的 开 s 映 象 . 
(2) > (3) > (4) 是 显然 的 . 下 面 证 明 (4) > (1). x M 是 度量 空间 且 f:M 一 
X 是 可 数 双 商 的 s 映射 . 让 多 是 M 的 点 可 数 基 . 那么 X 的 点 可 数 集 族 f( 多 ) 满 
足 命 题 2.7.16 的 条 件 , 故 X 具有 点 可 数 基 . 
推论 2.7.18 下 述 条 件 等 价 : 
(1) X 具有 点 可 数 基 ; 
(2) X 是 具有 点 可 数 弱 基 的 Frkchet 空间 ; 
(3) X 是 具有 点 可 数 cs* 网 的 强 Fréchet 空间 . 
证 明 (1) (2) 是 显然 的 , 由 推论 1.6.18 和 1.6.20 得 (2) > (3), 再 由 推论 
2.7.5, 映射 引 理 和 定理 2.7.17 得 (3) => (1). 
推论 2.7.19004 105] (Filippov 定理 ) 逆 紧 映射 或 可 数 双 商 2 s 映射 保持 点 可 
证 明 设 映 射 f :XX OY, 其 中 和 具有 点 可 数 基 . 由 定理 2.7.17 和 2.6.1, 具 
有 点 可 数 基 的 紧 空 间 是 可 度量 的 . 于 是 , E f 是 逆 紧 映射 , 则 f 是 可 数 双 商 s 映 


QFilippov!9*! 证 明 双 商 s 映射 的 情形 . 开 映 射 — 双 商 映射 = 可 数 双 商 映射. 
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jj. 定理 2.7.17 的 (4) > (1) 已 证 明了 可 数 双 商 s 映射 保持 点 可 数 基 性 质 . CY 
具有 点 可 数 基 . 

1973 年 Michael 和 Nagamil?®9! 提出 问题 : 度量 空间 的 商 s 映 象 是 否 是 度量 空 
间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 ? 1999 年 陈 怀 鹏 57 构造 例子 否定 了 这 一 问题 , 2003 年 陈 
PRESI 又 在 假设 存在 o^ 集 下 构造 了 正则 的 空间 否定 了 Michael-Nagami 问题 . 这 
两 个 例子 的 构造 均 较 复杂 , 读者 可 参考 所 列 文献 . 

本 节 第 三 部 分 , 研究 度量 空间 的 闭 s 映 象 的 内 在 特征 . 先 证 明度 量 空间 的 一 个 
闭 映射 性 质 , 它 的 更 一 般 形式 见 定理 3.4.16. 

引 理 2.7.2007] Kf: X Y 是 闭 映射 , 其 中 X 是 度量 空间 . f 是 边缘 紧 
映射 (边缘 工 映射 ) 34 BC Y. 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 S, (Sa). 

WEBB 仅 证 明 边 缘 工 映射 的 情形 . 若 f 是 边缘 工 映射 , 由 引 理 2.1.15, FER 
量 空间 M MA LRH g: MY. 让 多 是 MM 的 o 局 部 有 限 基 , 由 命题 2.1.13 
All 2.7.2, (B) EY 的 点 可 数 cs* 网 . 再 由 例 1.8.7, Y 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 So. 

反之 , f 不 是 边缘 工 映射 , 则 存在 se Y, 使 9 广 !(s) DE X H Lindelöf F 
空间 , FEFE Of (s) 的 离散 闭 集 {x。 :a < wi} MX 的 离散 开 集 族 (Ds dazu, 
f£ x, € Da. 对 a «wi, S seV ev(Y), 那么 fi(V)Nn (Do — f^!(s) £ g, 
Bl Vn (f(Da) — {s}) 4 e, FÆ s € f(D.) {s}. BAY Æ Fréchet 空间 , # 
E Ea = {Yan : n E N} C (Da) = {5}, f yan > BEP UG. 是 Y 的 
HOP RIK, {Ea U{sh}acu, 是 了 MW HCP 集 族 . 对 a < wi, 由 引 理 2.5.4, 存在 
Fa € EZ" Aa Cur", EH B eui — A, 时 , (Ea — Fu) Es = D. > Ka = Ea— Fa. 
由 超 限 归纳 法 , 可 选取 wi 的 不 可 数 集 了 , 使 (Ks) uer 是 互 不 相交 的 集 族 . 这 时 , Y 
的 闭 子 空间 (s) (User Ka) 同 胚 于 Sos. 

定理 2.7.21 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 度量 空间 的 闭 s 映 象 ; 

(2) X Æ Fréchet 的 NN 空间 031; 

(3) X ZASAF ARI IT So, 的 Lasnev 空间 9791. 

WEBB 由 定理 2.5.8 和 例 1.8.7 得 (2) > (3), 再 由 引 理 2.7.20 和 2.1.15 得 (3) 
> (1). 下 面 证 明 (1) > (2). x M 是 度量 空间 且 f :MM — X 是 闭 s 映射 . 显然 ， 
X 是 仿 紧 的 Fréchet 空间 . WHA Æ M 的 o 局 部 有 限 基 , ik = f(F). 由 命题 
2.1.16 和 2.5.7, P Æ X Ho MRIZI k W. W P = Uer Zi HEF, 是 局 部 
可 数 集 族 且 A, C £u. WIEN, HFA, 的 局 部 可 数 性 及 X 的 仿 紧 性 , TE X 
的 局 部 有 限 开 覆盖 YV, HEY, WTO FY, 的 可 数 个 元 相交 , FRA, AY, 是 
c 局 部 有 限 集 族 . 往 证 UN (22; ^ U) Æ X B k Pd. 对 X WARK CU Ee 7(X), 
FE m ENM Z € P U c HK CUM CU BAK CUW', TÉ 


m ? 
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ANU E (Pn NUn e AK CUP Aq") cU. RX 是 NN 空间 . 


28 ss HR & 


作为 度量 空间 s 映 象 的 特殊 情况 , 本 节 将 介绍 度量 空间 的 ss BRE. 1996 年 刘 
川 和 戴 牧民 9991 获得 了 局 部 可 分 度量 空间 商 s 映 象 的 第 一 个 内 在 刻画 . 寻求 它 的 
简洁 刻画 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 07. ss 映射 在 刻画 局 部 可 分 度量 空间 的 映 象 
中 有 独特 的 作用 . 本 节 的 内 容 主 要 有 四 部 分 , 一 是 可 分 度量 空间 的 映 象 ; 二 是 度量 
空间 的 商 ss 映 象 ; 三 是 度量 空间 的 伪 开 ss 映 象 、 闭 ss 映 象 和 局 部 可 分 度量 空间 
的 伪 开 s 映 象 、 闭 s 映 象 ; 四 是 给 出 一 些 例 对 几 类 与 s BRA. ss 映 象 有 关 的 附加 
条 件 进 行 说 明 . 

定义 2.8.17] 设 映 射 f :一 Y. fRA ss 映射 , WRX y € Y, FE y 在 
Y 中 的 开 邻 域 V, 使 £71 (V) EX 的 可 分 子 空间 . 

首先 , 描述 度量 空间 的 ss 映 象 的 特征 . 注意 到 , Af: X — Y 是 ss 映射 , 则 
X 是 局 部 可 分 空间 . 

命题 2.8.2 WN f:X Y. 2 Jé X 的 网 , Wu) f(22) 是 Y 的 网 . 

由 此 , cosmic 空间 的 正则 映 象 是 cosmic 空间 . 

定理 2.8.3049 X 具有 局 部 可 数 网 当 且 仅 当 X 是 度量 空间 的 ss BRR. 

证 明 ERX = {{r}:c2 EX}, 是 XX 的 局 部 可 数 网 , 由 命题 2.7.1 得 必 
要 性 . 反之 , 设 X 是 度量 空间 M 在 ss 映射 f PIR. ILA AM Wo 局 部 有 限 
基 , 则 f( 多 ) 是 X 的 网 . 对 x e X, 存在 z 的 开 邻 域 V, 使 -1(V) 是 MM 的 可 分 子 
空间 , 于 是 f (V) MS B 中 可 数 个 元 相交 , 从 而 了 MS f(B) 中 可 数 个 元 相交 ， 
因此 f( 多 ) Æ X 的 局 部 可 数 网 . 

推论 2.8.4059] 正则 空间 X 是 cosmic 空间 当 且 仅 当 X 是 可 分 度量 空间 的 
映 象 . 

其 次 , 讨论 度量 空间 的 商 ss 映 象 的 内 在 特征 . RUY 称 为 星 可 数 的 , 若 对 
U € 多 , (W)u 是 可 数 的 . 

引 理 2.8.5051 wy 是 空间 X 的 星 可 数 集 族 . 则 = UJ. c. Va, HM 
是 可 数 的 , H24 AA BEAN, (UM) N(UM) = e. 

证 明 对 4B CY, RAW~ BY4BNM4EEY WARR (Uis, 使 
A=U,,B=Un, Hti <n UNU zo. MACY, FM =Aa{BeW: 
A ~ BY. 那么 Wi 是 可 数 族 . 这 时 , V = UVa: Ac UY} AM ABE v, 
(UYA) n (UZg) z o 当 且 仅 当 WU = Wp. 

定理 2.8.6/20 下 述 条 件 等 价 : 
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具有 局 部 可 数 cs* 网 ; 
具有 局 部 可 数 cs 网 ; 

是 度量 空间 的 序列 商 ss BRR; 
是 度量 空间 的 序列 覆盖 ss PARAR; 
是 度量 空间 的 紧 覆 盖 ss PAAR; 
a Bie X 是 正则 空间 , 它们 也 等 价 于 : 

(6) X 具有 局 部 可 数 太 W. 

证 明 (1) (2). & P JE X BJ EHI cs* 网 . Ma eX, 存在 zx 的 开 邻 域 
Ve, f& V, MS FP 中 可 数 个 元 相交 . FY =4{P E P: FEV, DP}. MVE 
星 可 数 的 . 由 引 理 2.8.5, V = LJ, ca Mo, HM 是 可 数 的 , H2 oz 8 € AB, 
(Ua) N (UVa) = D. 再 令 罗 = Unca VE. WF 仍 是 局 部 可 数 的 . 下 面 证 明 F 
Æ X H cs W. 设 X 的 序列 {zn} WT r eV er. H5] 2.7.3, 存在 m EN 和 
DP' e (z^, fi {xr} U (x, :n 2 mJ CUZ' CTn 太 ,这 时 有 唯一 的 we 和 ,使 
xr EU ,所 以 US ear. 从 而 多 是 XX 的 cs 网. 

(2) > (5). i X = C (X), PRX 的 局 部 可 数 cs 网 . 只 须 证 X, P 满足 
命题 2.7.1 的 条 件 . MK e 26, WARK 的 可 数 cs 网 , 所 以 K 是 可 度量 的 . 
S 9' = (多)k, 由 于 集 族 

{LF e 979 2 MU K 的 有 限 闭 覆盖 精确 加 细 } 
是 可 数 的 , CHA {Panen 下 面 证 明 (22,) 满足 命题 2.7.1 的 (i). Wreck 
及 Pe (Paan E€ N). 如 果 x e Ve 7(X), 存在 xz EK EFRR W, 使 
clk(W) CV. 8 {Vihen 是 zx Æ K 中 递减 的 局 部 基 . 让 


g,—-[(PnK:Pe42,PcV 是 存在 ieN, 使 Vi c PNK}. 


由 命题 1.6.21 所 证 , A, 是 x dE K 的 邻 域 基 . 于 是 存在 P, € P, fli x € intk (P29 
K) CP, CV. 从 而 存在 Ve T(K), Ex € V, C clk (Ve) C inte (P, N K). BE 
K-V, CX —{x} €7(X), 由 前 所 证 ,对 ye K -V,, FE P, € 4,V, e T(K), 1E 
y EV, Celx(V,) C intk(P,n K) C P, C X — {x}. KIN K — V, WFP Bae (V, : 
y E€ K — V.) FEARTA M {Vj dean. tk F = (P,)U (Py, : k & m). UF 被 
K 的 有 限 闭 覆盖 精确 加 细 , MARE j EN, 使 多 = Pj, BAxreP =P, CV. 
故 {P }nen fz 的 网 . 

(5) > (4) => (3) 是 显然 的 . 由 定理 1.3.2 和 命题 2.7.2, (3) > (1)， 由 命题 
1.6.7, (1) > (6). 最 后 , 设 正则 空间 X 具有 局 部 可 数 网 , 那么 X 具有 局 部 可 数 
lk Pj, 于 是 X 具有 局 部 可 数 cs* 网 . 
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推论 2.8.7059| 正则 空间 XX 是 No 空间 当 且 仅 当 X 是 可 分 度量 空间 的 紧 履 
an (序列 覆盖 , 序列 商 ) 映 象 . 
例 2.8.86] 连通 的 No 空间 不 是 连通 度量 空间 的 映 象 . 
取 定 pe GR-R, ik X = RU (p). 赋予 X ARK BR 的 子 空间 拓扑 , WX 
是 连通 空间 . 由 例 2.3.18, R 中 不 存在 序列 收敛 于 p, 所 以 X 具有 可 数 cs W, 因而 
X 是 No 空间 . 又 由 于 X 不 是 s 连通 空间 , 由 定理 2.3.16, X 不 是 连通 度量 空间 的 
映 象 . 
引 理 2.8.9274] HA o 局 部 可 数 cs* 网 的 空间 是 亚 Lindelöf 的 序列 空间 . 
WEBB 设 大 空间 X 具有 局 部 可 数 cs* WF. XK EXX), Aw 是 KK 的 
可 数 网 , 所 以 K 是 可 度量 的 . 由 推论 2.3.5, X 是 序列 空间 . 
设 P = Ue Pn 关于 有 限 交 封闭 , 其 中 Pp 是 局 部 可 数 的 且 A, C Pras. 
先 证 明 , XE X 的 任 一 局 部 可 数 集 族 多 = {fo}aer, 存在 点 可 数 的 开 集 族 W = 
{Wa taer, f£ Fa C Wa; 简称 YW 是 多 的 点 可 数 开 扩 张 . E 
A= {和 :入 是 由 时 的 元 组 成 的 有 限 序列 }. 
X A € A, 按 如 下 方式 归纳 定义 X 的 局 部 可 数 集 族 F(A) = {FA 令 
F(D) = 多 ,其 中 Fald) = Fy. 如 果 已 定义 了 局 部 可 数 族 .多 (入 ), 对 neEN, 记 和 n 
为 有 限 序列 和 后 加 一 项 n, 置 
Z(An) = {Pe Pn: DOMI a eT A Falà) NP Ø}; 
F,(An)-U(P e Z(An): Falà) OP Z 9), e €T; 
F (An) = (F,(4n) : a c T). 
X x E X, 存在 x 的 开 邻 域 V, 使 V 仅 与 A, 中 可 数 个 元 相交 . id 
(Palv N P(An) = {Pi jien- 
Xp ie N, FET 的 可 数 集 T;, 使 当 a er - T; 时 , Pn (和 ) = 8. 于 是 
l(a € T: 4£Ei e N, PN FAA) # Ø} & No. 
即 仅 对 工 中 可 数 个 w V n F,(An) z e, Ait F(An) 是 局 部 可 数 集 族 . 
*X a ET, Wa = Uer Falà). W Fa c Wa, A Wa Æ X 的 序列 开 集 . 事实 
E, 设 序列 {on} KAF x € Wa, FRA A € A, 使 ze Falà), 从 而 存在 x 的 开 邻 
域 W, 使 (多 (A))w 是 可 数 集 族 . 由 引 理 2.7.3 所 证 , 存在 k CN 和 .和 € (22,)2", 
使 {zw} 终于 U2€ CW. BFU C FA(Ak) C Wa, 所 以 {an} BF Wa. KW. 
Æ X 的 序列 开 集 . 而 X 是 序列 空间 , 所 以 W 是 X 的 开 集 . 
再 置 = (Walser. WY 是 点 可 数 的 . 否则 , 存在 zeX 和 FT 的 不 可 数 集 
I", 使 当 a € I" 时 , x € Wa. 对 a € I", FEA € A, f£ x € Fala) 于 是 存在 
的 不 可 数 集 IT RA € A, 使 当 a € T" 时 , Aa =A, Bl x € F(A), 这 与 多 (和 ) 的 点 
可 数 性 相 了 矛盾. 
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下 面 证 明 X 是 亚 Lindelöf 空间 . 对 X HNEV, V 存在 加 细 Uen Fi, 其 
m F; = {Fx :a ETi} 是 局 部 可 数 集 族 . ox ie N, X Y; = {Waa Er) Æ m 
点 可 数 开 扩 张 .对 a € Ti RU. € V, f Fa C Us. BA Ut (U40Was :a € Ti} 
是 儿 的 点 可 数 开 加 细 . dE X 是 亚 Lindelaf 空间 . 

引 理 2.8.10 ”局 部 可 分 的 亚 Lindelöf 空间 是 可 分 、Lindel5f 空间 的 拓扑 和 . 

证 明 i X 是 局 部 可 分 的 亚 Lindelaf 空间 . 则 X 存在 由 可 分 子 空间 组 成 的 
点 可 数 开 和 覆盖 UV. 由 于 可 分 空间 的 点 可 数 开 集 族 是 可 数 族 , 所 以 2 是 星 可 数 集 
We. 由 引 理 2.8.5, X 具有 互 不 相交 的 开 履 盖 {Xahaca, HX. Æ X 的 可 分 子 空 间 ， 
因此 X = 外 ,Xa. 因为 可 分 的 亚 Lindelöf 空间 是 Lindelöf 空间 , 所 以 Xa 是 可 
分 的 Lindelöf 空间 . 

推论 2.8.11[?20, 224 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 具有 局 部 可 数 cs* 网 的 空间 ; 

(2) X 是 具有 可 数 cs 网 的 序列 空间 族 的 拓扑 和 ; 

(3) X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 (序列 商 , 序列 覆盖 ) 的 商 ss 映 象 ; 

(4) X 是 度量 空间 的 商 ss RZ; 
若 更 设 X 是 正则 空间 , 它们 也 等 价 于 : 

(5) X 是 具有 局 部 可 数 大 网 的 大 空间 

WEBB 由 定理 2.8.6, 引 理 2.8.9 和 2.8.10 得 (1) S (2). 由 定理 2.8.6 和 映射 引 
3815 (1) > (3). (3) > (4) 是 显然 的 . 由 命题 2.3.1, 映射 引 理 和 命题 2.7.2 得 (4) 9 
(1). 在 正则 空间 条 件 下 , 由 定理 2.8.6 得 (1) e (5). 

本 节 第 三 部 分 , 讨论 度量 空间 的 伪 开 ss 映 象 、 闭 ss 映 象 以 及 局 部 可 分 度量 空 
间 的 伪 开 s 映 象 、 闭 s 映 象 的 内 在 刻画 . 

引 理 2.8.12 下 述 条 件 等 价 0409: 

(1) X 是 具有 可 数 cs* 网 的 Fréchet 空间 ; 

(2) X 是 可 分 度量 空间 的 伪 开 映 象 ; 

(3) X 是 可 分 空间 , 又 是 度量 空间 的 伪 开 s 映 象 ; 
若 更 设 X 是 正则 空间 , 它们 也 与 下 述 条 件 等 价 3: 

(4) X Æ Fréchet 的 No 空间 ; 

(5) X 是 可 分 度量 空间 的 闭 映 象 . 

证 明 ”由 命题 2.7.1, 引 理 2.7.3 和 映射 引 理 得 (1) > (2). (5) > (2) > (3) 是 
显然 的 . 由 引 理 2.7.11 得 (2) > (4). 下 面 证 明 (3) > (1) 和 (4) = (5). 

(3) > (1). 由 命题 2.3.1, X 是 Fréchet 空间 . 由 推论 2.7.5, X 具有 点 可 数 cs* 
MP. 设 DD 是 X HARM, + H =(P)p. WH WR. fEuE 2€ E X W cs* 
hj. 设 X 的 序列 {rn} WF eeUer. 定义 
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S = {rz}U{z,:n E€ N}, 
JE" —-(HeJ2€:zeHcUu). 

PRS Ao. 记 2€! = {Hijien. 

断言 : 存在 m CN, 使 z E ints((Uim Hi) n S). 否则 , 存在 序列 {zm}, Wi 
KE zm > © H zm € S —Usem Hi 注意 到 , Uiem Hi) N S BX HAR, 于 是 
Zm € D — (Un Hi) AS, 从 而 存在 DD 一 Les Hi) 的 序列 {2mk}k 收敛 于 zm. Al 
WE xz € fame: m, k CN}, 所 以 存在 子 列 {zwjn;} KAF m, EP mj 一 +00. 不 
妨 设 存在 Pe P, f {x} U {2m GF ENPCP CU. 354A P CH’ (这 也 表明 
JE" +Ø), TÆR i c N, EP = H; BREN, 4E m; >i, BA zm € P, F. 

由 此 , FE m CN, 满足 x € ints ((U;..,, H;i)n S), 从 而 存在 S 的 子 列 {£n} 
和 ieN, 使 {xz}U {zrn : j} EN} CH; CU. Alt, 2€ 是 XX 的 可 数 cs* 网 . 

(4) = (5). 由 定理 2.7.21, 存在 度量 空间 M MA s BR ff: MX. 由 于 XX 
Æ Lindelöf 空间 且 f 是 闭 工 映射 ,于 是 M Æ Lindelof TH. Ww X 是 可 分 度量 空 
间 的 闭 映 象 . 

注意 到 , HRF s 映 象 保持 遗传 亚 Lindelof 性 ( 见 附录 A 推论 5.3). 再 由 推论 
2.8.11, 引 理 2.8.10 和 2.8.12, A FREM. 

定理 2.8.13020. 224 ”下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 具有 局 部 可 数 cs* 网 的 Fréchet 空间 ; 
(2) X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 伪 开 s 映 象 ; 
(3) X 是 度量 空间 的 伪 开 ss WZ; 
(4) X 是 局 部 可 分 空间 , 又 是 度量 空间 的 伪 开 s 映 象 ; 
若 更 设 X 是 正则 空间 , 它们 也 与 下 述 条 件 等 价 : 

(5) X 是 局 部 可 分 度量 空间 的 闭 s 映 象 ; 

(6) X 是 局 部 可 分 空间 , 又 是 度量 空间 的 闭 s 映 象 . 

例 2.7.14 说 明了 引 理 2.8.12 和 定理 2.8.13 中 正则 性 的 要 求 是 重要 的 . 下 一 例 
说 明定 理 2.8.6 和 推论 2.8.11 中 正则 性 也 是 必 不 可 少 的 . 

例 2.8.14 半圆 盘 拓 扑 空间 X ( 例 2.2.20(3)): 

(1) X 不 是 亚 Lindelaf 空间 ; 

(2) X 不 具有 点 可 数 的 cs* 网 ; 

(3) X 具有 局 部 可 数 且 o 离散 的 网. 

易 验证 , X 是 可 分 的 第 一 可 数 空间 , 但 X 不 是 Lindelöf 空间 . 这 表明 X 不 是 
亚 Lindelöf 空间 , 从 而 X 不 具有 点 可 数 基 . 由 推论 2.7.18, X 不 具有 点 可 数 的 cs* 
网 . 


Xf x € R? r > 0, W B(x,r) WR? 的 球形 邻 域 . E 
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P = {{p}:p E€ L)U(B(g;1/nnn S:qe QxQ,neN). 

由 于 工 是 的 闭 离 散 集 , 所 以 Z EX 的 局 部 可 数 且 e 离散 集 族 . 往 证 BX 
H k 网. 设 X WARK CU er (Fla). Mee X,ik{PeA:xrePc 
U) = {PB(z)jien. 那么 开 被 {Plz):zeKieN 的 某 有 限 集 所 覆盖 . 若 不 然 ， 
则 存在 K 的 序列 {pr}, E ij < n 时, p, d Pilo) FÆ {pn} 的 某 子 列 (p, ) K 
ST pe kK. 由 于 工 是 离散 的 , 不 妨 设 所 有 的 pw € S, 则 在 欧 氏 子 空间 拓扑 7* 中 
序列 (p, ) KAF p, MAF {B(q, 1/n)NX :4€ QxQ,n e N} 是 一 的 可 数 基 , 于 
是 存在 ge QxQ, Mh, meN, f£ (ppU(p,, : k > h} C B(qg,1/m)n X CU, Mit 
{pn : k > h} C B(q,1/m)nS c U. 因而 ,存在 i,j €N, 18 Bg, 1/m)NS = P,(p;), 
BU n >i, j, fi p, € Pi(p;), 矛盾. 因此 , P Æ X B kW. 

例 2.8.15 Michael 直线 ( 例 1.8.5): 度量 空间 的 紧 履 盖 的 开 s RE. 

例 1.8.5 已 证 明 , Michael 直线 X 是 具有 点 可 数 基 的 正则 Lindelöf 空间 . 由 定 
38 2.7.17, X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 开 s RA. 但 X 不 是 9 空间 , 因而 它 不 是 No 
空间 . 这 表明 引 理 2.8.12(3) 和 定理 2.8.13(4) 中 的 可 分 性 不 可 换 成 Lindelaf 性 . 

例 2.8.1615) 存在 局 部 紧 度量 空间 M. 和 紧 履 盖 的 商 有 限 到 一 映射 : M 一 
X, 使 X 是非 亚 Lindelof 的 可 分 , 正则 空间 . 

定义 


X =I xS, Y =I x (Sı — {0}). 
X 赋予 下 述 拓扑 : Y EN X BPR TAA BK GHGS. (t,0) e X 的 邻 域 基 元 形 如 
{(¢,0)} U (U(V(t, k):xk 2n), neN; 
JEP V (t, k) 是 (t 1/k) ÆTTEN I x {1/k} 的 开 邻 域 . 置 
M = (GI x {1/n}:n E N}) @ (@{{t} x Sı : t € TH), 
那么 M 是 局 部 紧 的 可 度量 空间 . 让 f : M 一 X 是 自然 映射 . 因为 X 关于 点 有 限 
Am {Ix {1/n} :ne N}U{{t} x S: tel} 具有 弱 拓扑 , 由 命题 2.3.3, f LAA 
限 到 一 映射 . 再 由 定理 2.7.12, f JE ESTE DE AULA. 
显然 , X 是 正则 的 可 分 空间 . 因为 1x {0} 是 X 的 不 可 数 的 闭 离散 子 空间 , 所 
U X FE Lindelöf 空间 , 从 而 X 不 是 亚 Lindelóf 空间 . 由 引 理 2.8.9, X 不 具有 
局 部 可 数 cs* 网 . 
这 说 明 , (1) 引 理 2.8.12(3) 和 定理 2.8.13(4) 中 的 伪 开 映射 不 可 减弱 为 商 映 射 ; 
(2) 局 部 紧 度 量 空 间 的 紧 履 盖 的 商 有 限 到 一 映 象 未 必 具 有 o 局 部 可 数 cs* 网 ; (3) 
局 部 可 分 度量 空间 的 商 s 映 象 未 必 是 度量 空间 的 商 ss 映 象 . 
例 2.8.1724! 具有 局 部 可 数 k 网 的 正则 空间 未 必 是 NN 空间 . 
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取 X =w xS. XAY PEMF: X- (w x{0}) 的 点 是 X 的 孤立 点 ; (a,0) € 
X 的 邻 域 基 元 形 如 {(a,0)} U (U, s (V(o, n) x {1/n})), Kf m € N,V(a,n) 是 
a 在 wi 中 关于 序 拓扑 的 开 邻 域 . 则 X 是 正则 空间 . 置 

ZS={{r}:reEX}U{{a} x ({0}U{l/n:nzm})) :a<w,meN}, 
则 P 是 六 的 局 部 可 数 集 族 . we K eC (X). 那么 

(17.1) 对 se Sı, KN (w1 x {s}) 是 有 限 集 ; 

(17.2) Æ (a,0) € wi x {0} — K, 仅 对 有 限 个 neEN 有 (a,1/n) € K; 

(17.3) K — U{{a} x Si: (a,0) € K n (v, x {0})} 是 有 限 集 . 
于 是 P fe X 的 局 部 可 数 W. 

定义 了 = m: X wy. 赋予 wi 序 拓扑 , 则 是 伪 开 紧 映 射 . 若 X AEN 空间 ， 
那么 wi 是 次 仿 紧 空间 ( 见 命题 3.4.14), 矛盾 . WX AE 空间 . 

这 说 明 引 理 2.8.9, 推论 2.8.11 F k 空间 的 条 件 不 可 省 去 . SakaiB5 构造 了 一 
个 所 有 紧 集 是 有 限 集 的 局 部 可 数 的 正则 空间 X, 使 X 不 是 可 数 亚 紧 空间 . 这 空间 
具有 局 部 可 数 网 , 但 不 是 perfect 空间 . 
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在 上 两 节 中 介绍 了 具有 可 分 纤维 的 一 些 映射 . 本 节 转 入 讨论 与 具有 紧 纤 维 的 
映射 紧密 相关 的 7 映射 , 其 目的 在 于 发 展 弱 展开 的 概念 , 探讨 度量 空间 的 商 mo 映 
象 、 伪 开 m 映 象 和 开 7 映 象 的 特征 , 将 满足 弱 Cauchy 条 件 的 对 称 度量 空间 、 半 度 
量 空间 表 为 度量 空间 在 这 些 映 射 下 的 象 . 

定义 2.9.1593] 设 (X,d) 是 度量 空间 . f: X — Y 称 为 x 映射 , 如 果 对 
y€U ec(Y) A d(f !(y), X — f 1(U)) > 0. 

显然 , 定义 于 度量 空间 上 的 紧 映 射 是 r 映射 . 对 空间 X, 让 M 是 集合 X 赋予 
离散 拓扑 的 空间 . 则 idu: M — X 是 紧 映 射 , 所 以 每 一 空间 是 某 一 度量 空间 的 和 
映 象 . 因而 讨论 度量 空间 的 x 映 象 须 附 加 一 定 的 条 件 . 

定义 2.9.2049 X 的 覆盖 列 (27,) PAX 的 点 星 网 , 若 对 x € X, {st (x, 
4,)jwen 是 x TE X 中 的 网 . x o 是 一 集 族 性 质 . BX 的 点 星 网 (27,3 中 的 每 一 
U, 具有 P, WRK (27,) 是 点 星 网 . 

点 星 网 是 弱 展 开 的 推广 . 弱 展开 可 称 为 点 星 弱 基 . 类 似 可 定义 点 星 序列 邻 域 
网 . 

定义 2.9.3 KP 是 空间 X HEK. 

(1) PRA X 的 cfp 覆盖 609. BK e XC (X), PEF e PY’ EF BK 
的 有 限 闭 覆盖 精确 加 细 ; 
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(2) PRA X W wes 覆盖 0991, 若 5S 是 X PRAF x 的 序列 , 存在 PD’ € 
(P)<”, 使 5 BAF UF; 

(3) P BAX 的 cs* 覆盖 209, BS 是 X PRAF e 的 序列 , 存在 Pe 2, 
使 5 的 某 子 列 是 终于 书 . 

易 验 证 , 对 空间 X, FEH — cfp Bi > wes um cs Wu. 

引 理 2.9.4. 设 2 是 空间 X HJ wes 覆盖 . d S e. (X), WEE F e Pw, 
使 多 被 3 的 有 限 闭 覆盖 精确 加 细 . 

证 明 设 序列 5 收敛 于 x e X. 则 存在 Z es ( 儿 )<%, 使 5 BAF UF’. 由 
TS-UZ' BARRA Pe, POS 是 闭 集 , 所 以 存在 多 < P<, FB 
S 的 有 限 闭 覆盖 精确 加 细 . 
命题 2.9.5 KRI f: X Y, 其 中 (X,d) 是 度量 空间 . X n cN, $ 
= (f(B(z,1/n)) : x € X). 

(1) 4 f Æ r BE, WIM} 是 Y 的 点 星 网 Pon: 
(2) Xi f CAA mB, WY, 是 Y 的 cfp 覆盖 009); 
(3) 若 f 是 序列 覆盖 映射 , WY, AY 的 wes 覆盖 099; 

(4) E f 是 序列 商 映 射 , 则 Z 是 了 的 cs* 覆盖 POU, 

证 明 (1) 对 ye U ET(Y), TEn EN, f£ d(f ^! (y), X - f (U)) 2 1/n. 取 
m = 2n. F y € f(B(z,1/m)), BA f^! (y) nB(z,1/m) z Ø. WR B(z,1/m) ¢ 
F(U), W a( f= (y), X - f. ? (U)) < 2/m = 1/n, AIS. AUK B(x, 1/m) C f^ (U), 
从 而 f(B(z,1/m)) CU, Pru st(y, Yn) CU. 故 {2 BY 的 点 星 网 . 

(2) X K € X (Y), FE L € E (X), WE f(L) = 人 ,从 而 存在 {B(x,1/n)}zex 
的 有 限 集 F, 使 多 MEL 的 有 限 闭 覆盖 .2 精确 加 细 , 那么 Y WARR FF) 被 
K 的 有 限 闭 履 盖 (2) 精确 加 细 . 从 而 2, 是 Y 的 cfp ss. 

(3) & S 是 了 PRAF y 的 序列 . 存在 Le W(X), 18 fL) = SU fy}, 于 是 
存在 XX WARR F, 18 f(y) NL C User Biz, 1/n). WY = {f(B(z,1/n))}zer 
是 Un 的 有 限 集 且 S 是 终于 UY 的 . 否则 , FES 的 子 列 (y) CY Ue.» 
k € N, 存在 zx E 工 -UnrB(z 1/n), 使 f(zx) = yx. Yt a 是 {zx} HR. 则 
a Z User Bla, 1/n), 于 是 f(a) Ay, FH. 

(4) 若 是 序列 商 映 射 , 易 验 证 , V7, JE Y 的 cs* 覆盖 . 

命题 2.9.6” 设 (27,) 是 空间 X 的 点 星 网 . 那么 存在 度量 空间 (M, d) 和 7 BR 
H f: M> X EREHE: 

(1) E (44,) EX 的 开 覆 盖 列 , 则 广 是 开 映 射 53); 

(2) di (45,) Æ X 的 cfp 覆盖 列 , 则 f PAA RoR P01, 

(3) Æ {Vn} Æ X W wes 覆盖 列 , 则 了 是 序列 覆盖 映射 159); 
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(4) E {n} Æ X 的 cs* 覆盖 列 , 则 广 是 序列 商 映 射 251: 
(5) #ECX HE (47,)g 是 可 数 的 , 则 fE) 具有 可 数 基 . 
证 明 容易 验证 ,对 z c X, WR eU c€ Alvie N), MA {Uhen 是 x 的 
网 . MIEN, WY = {Uahoca,, HA A; 是 赋予 离散 拓扑 的 空间 . 置 
M = (a = (a) € [Lig Ai : {Uni} EX PRA z(a) 的 网 }. 
则 M 是 可 度量 空间 , 并 且 这 度量 拓扑 与 如 下 定义 的 M 的 距离 函数 d 是 相 容 的 : 
X a,b EM, 定义 


ien «| 0, a= B, 


max{1/k : nkla) Z mkb) k EN}, oz B. 


Sf:M—X X f(a) 2z(o). 则 了 是 映射 . 对 x € U ev(X), FEnEN, 
AF st(z, Va) C U. pads Qu 4i d(a,b) < 1/n, 那么 当 i < n 时 ， 
mila) = m:(b), FÆ x € Ua) = Usa; 从 而 f (8) € Nien Ure) C Unity CU, 
因此 d(f-1(zx), M — f-1(U)) 2 1/m. "T 映射 . 
(1) 设 (47,) Æ X WHER. 对 ne Nia; € Ai(Vi < n), 有 
f(B(a,*,04)) = THUS, :i < n), 
其 中 B(o1,:-:,04) ={B EM: ni(B) 2 oi <n}. TE f 是 开 映 射 . 

(2) E (45,) 是 X 的 cfp RAI. MK € X (X), n E€ N, 存在 ZP!) e Fe, 
使 5 = {Po} .cr, 被 KK NAB (K.)L 精确 加 细 , HPT, C A 不 妨 设 
Ko 是 非 空 的 . BL = {(an) € Inen n : Men Kon £ 2)- 类 似 命 题 2.7.1(1) 的 
证 明 , L 是 M 的 紧 集 且 f(ZL) = K. i f ARB RH. 

(3) E {UVa} J& X If] wes BRI. XJ S c A(X), 由 引 理 2.9.4 及 (2) 的 说 明 ， 
存在 M WR L, 使 f(L) = S. 故 了 是 序列 覆盖 映射 . 

(4) X {Un} Æ X 的 cs* 覆盖 列 , (,) 是 X PRAF xo 的 非 平凡 序列 . 由 
FU, te X 的 cs* Bate, 存在 {zi} BT FU T, 和 al € Ai, f Ty BAF UL, 的 . 
由 归纳 法 , Mi CN, 可 选取 序列 区 fü o; € Ay, HT J& T, IT FUE. T; 是 终于 
U, HB TX Cpe Uor BÆ £n, ET 和 Bie f.n) 使 ni < ni ES 
k xài 时 ， Ryp(Bi) = = Qk. 那么 jim Tr(Gi) = = Ou. ^ S b= (a i): 则 在 M 中 序列 {Bi} 
收敛 于 po. 故 了 是 序列 商 映 射 ， 

由 了 的 定义 , (5) RL. 

定理 2.9.7 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 可 展 空间 ; 

(2) X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 开 r 映 象 253]; 

(3) X 是 度量 空间 的 开 t 映 象 (1931, 
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定义 2.9.83] ” 称 对 称 度量 空间 (X, d) WEI Cauchy 条 件 , WR {rn} Æ X 
的 收敛 序列 , 则 存在 Cauchy 子 列 {xn}, 即 对 e > 0, FE k eN, E4 i,j > 时， 
3 Bag) LE: 

易 验证 , 对 对 称 度量 空间 CX, d), Æ {rn} 是 X 的 收敛 序列 , 那么 {en} AFI 
是 Cauchy 序列 当 且 仅 当 对 e > 0, 存在 子 列 {cn}, 使 所 有 的 dEn, zw ) < €. 

引 理 2.9.90 977. W (X,d) 是 对 称 度量 空间 . d 满足 弱 Cauchy 条 件 当 且 仅 
4M FOX, GF ^X NAR, 则 对 e > 0, FE xr zy € F, Edla, y) «e. 上 
述 条 件 等 价 于 XX 是 具有 cs* E BP FAR]. 

证 明 (9.1) We (X, d) 是 满足 弱 Cauchy 条 件 的 对 称 度量 空间 . 由 命题 1.6.16, 
X 是 序列 空间 . 对 ne N, BY, — (AC X :diamA < 1/n}. Wee x F 
st(z, Ya) = B(x, 1/n). 从 而 (27,) Æ X 的 点 星 网 . H n EN RX 中 收敛 于 zx 的 
序列 {x}, 存在 Cauchy 子 列 {xr} > EMAK d(x, zy) < 1/ +1), 于 是 存在 
m EN, 使 当 ij 2 m 时, d(xp;,zx)) < 1/(n +1). $ An = {rz}U {zn : i > m). JE 
4 An E Yn. Mi Yn 是 X 的 cs* Bi. 

(9.2) 让 {Un} 是 序列 空间 X 的 cs* 覆盖 点 星 网 ,不妨 设 Y, +1 MA Ya. 对 ze 
X,n € N, 先 证 明 st(v, Yn) 是 z 的 序列 邻 域 . BAR, 则 存在 X —st(z, Ya) 的 序列 
{om} KAF x, 从 而 存在 子 列 {zx} BFE U CN, FH Im, EUCst(z;20)， 
矛盾 . 因为 X 是 序列 空间 , 所 以 {st(x,%.)}nen 是 x 的 弱 基 . 由 命题 1.6.14 的 充 
分 性 , 存在 X 的 对 称 度量 d, 使 对 zs X,n EN F st(z,Y,) = B(z,1/2"). 对 
FC X,e » 0, Kum € N, f£ 1/2" <e EF PEX HAR, FEF 的 序列 
{an} WBF 2 d F, PÆRE U € Un, 使 {zn} 的 某 子 列 是 终于 的 , 从 而 有 
x 4y EF, fË dz, y) < 1/2” <e. 

(9.3) 设 对 称 度量 空间 (X,d) 满足 : 对 五 C X, APF REX WAR, 则 对 
€ > 0, FE zx Z y € F, f£ d(z,y) « e. Me >0 RX "PIKSICT zx 的 非 平 凡 序 列 
{an}, EX {an} 的 每 一 子 列 {yn}, 存在 子 列 (2,), 825 n > 1 时 , d(z, zn) 2 €, 
则 存在 子 列 {an}, fE?4 n Am Bf, d(an,am) 2 e FE. 因而 存在 {£} 的 子 列 
{yn}, 使 对 {yn} 的 每 一 子 列 {z} 有 d(z1, 2n) < e. 由 此 可 构造 {cn} 的 子 列 {an}, 
使 g(a am) < e. 这 表明 {xn} 存在 Cauchy 子 列 . 

定理 2.9.1004 X 是 度量 空间 的 商 m 映 象 当 且 仅 当 X 是 满足 弱 Cauchy 条 
件 的 对 称 度 量 空间 . 

证 明 利用 引 理 2.9.9 和 映射 引 理 ， 由 命题 2.9.6 得 充分 性 , 由 命题 2.9.5 得 必 
要 性 . 

定理 2.9.1179 X 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 r 映 象 当 且 仅 当 X 存在 cfp 
履 盖 的 弱 展 开 . 
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证 明 由 命题 2.9.6 和 映射 引 理 得 充分 性 , 由 命题 2.9.5 得 必要 性 . 
例 2.9.12094 存在 不 满足 弱 Cauchy 条 件 的 对 称 度量 空间 . 
BUX —R. 定义 X 的 对 称 距离 d 如 下 : 对 x,y eX, 


d( ) 1, rycPHzZzy, 
Ly) = 
NT] l-u, HE. 


X 赋予 由 4 生成 的 对 称 度量 拓扑 . 对 zx € X,n € N, 有 


(x — ln, x + 1/n), z EQ, 


Regel e a N 


TÉ 

(12.1) 子 空间 P 的 收敛 序列 都 是 平凡 的 . 

(12.2) 对 ze Q,A C X, di x 是 A 在 民 中 关于 欧 氏 拓扑 7* 的 聚 点 , 那么 z 
也 是 4 在 X 的 聚 点 . 

Xin EN 及 XX 的 对 称 度量 p, 置 

D, = {x € P: p(z, P — {x}) 2 1/n}. 

ETE r EP -Unen Pn PAM n EN, FE z, € P— (x), IE ple, £n) < 2/n, 
于 是 zw x € P, X5 (12.1) 矛盾 . Aii P = Unen Dn. 由 (R, 7*) 的 第 二 范畴 
TER, 存在 m CN, f£ int.-(cl-(D4)) 4 Ø. Ma € QA (cl,+(Dm)). H (12.2), 
rE QNDm, 所 以 D, 不 是 X 的 闭 集 . 由 引 理 2.9.9, (X, p) 不 满足 弱 Cauchy 条 
件 . 

对 上 述 X, 由 定理 2.3.6, 存在 度量 空间 M MARY f: M 一 XX， 由 定理 
2.9.10, f 关于 M 上 任 一 相 容 的 度量 不 是 7 映射 . 对 半 度 量 空间 , 情况 发 生 了 变化 . 

引 理 2.9.13 任 一 半 度 量 空间 存在 满足 弱 Cauchy 条 件 的 相 容 的 半 度 量 . 

证 明 设 (X,d) 是 半 度 量 空间 . X re Rt, 定义 

B(r)={BCX: 对 Xx#¥YyEB 有 d(x,Yy) =r}. 
X ry E X, 定义 
Alx, y) = (z€ X: FE B € Z(d(z,y)/2), E x,y c B Eze B) 
plz, y) = inffd(z,z) + d(z,y) : z € A(z, y)}. 

(13.1) p Æ X 的 半 度 量 . 

显然 , p 是 X 的 对 称 距离 , HEX z,y € X 有 p(x,y) < d(z,y), FEN ve 
X,e>04 Ba(z,e) C B,(x,e). 如 果 存 在 X 的 序列 {£n}, fi x, € B,(z,1/n) 一 
Ba(z,&), 让 en = d(z, £n), 那么 en > €. 由 于 p(z, £n) < 1/n, 存在 加 € A(z, £n), 
E d(x, Yn) + d(ys, £n) < 1/n, 于 是 存在 B, € BlEn/2), i v, x4, € Bn, Yn € Bn 
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E d(x,yn) < 1/n. 选取 B, 的 序列 (wi; 收敛 于 yw， 于 是 存在 n,i € N, 使 
Yni € Ba(x,e/2), Bl d(£, Yni) < €/2. 由 于 yi € Bn € Blen/2) H. » € Br, 所 以 
d(x, Yni) 2 en/2 2 €/2, 矛盾 . 因此 , FE n €N, fii B, (v, 1/n) C Balz, £). Mp Æ 
X 的 半 度 量 . 

(13.2) (X, p) 满足 弱 Cauchy 条 件 . 

Xe»0FCX,Z£Fd4cv(X,HBHzcF-F,3JtEEREXB-— Fn 
Ba(z,¢/2), € = inf{d(z,y) +£ : £ Aye B). MABE (e) Hei 2 e. 选取 
x,y € B, f£ 0 < d(z,y) < 221. W B € Z(d(z,y)/2) Hz € B, FÆ z € A(z, y). 
因此 p(x, y) < d(z, z) - d(z,y) « e. 由 引 理 2.9.9, (X, p) 满足 弱 Cauchy 条 件 . 

例 2.9.14197] 存在 半 度 量 空间 (X, d), 使 d 不 满足 弱 Cauchy 条 件 . 

w X = AUB, HH A = {(0,a) € R? : ja] < 1}, B = ((bsin(1/b)) : 0 < 
b < 1}. X 赋予 欧 氏 拓扑 . 定义 X 的 对 称 距离 d 如 下 : Maye X, dae = 
(zza) — (oo). 如 果 z € A Ry € A, ikd(z,y) = / (xi — y1)? + (£2 — ya) 
WAR x,y € B, WE d(x,y) 是 xz 与 y 在 B PIKKE. Ad 是 与 X 的 拓扑 相 容 的 
半 度 量 . 因为 B 的 任 一 Cauchy 序列 均 不 收敛 于 4 的 点 , 所 以 对 B 中 任 一 收敛 于 
A 的 点 的 序列 , 这 序列 不 存在 关于 d 的 Cauchy 子 列 , 即 d 不 满足 弱 Cauchy 条 件 . 

定理 2.9.15 97. 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 半 度 量 空间 ; 

(2) X 是 度量 空间 的 可 数 双 商 r HER; 

(3) X 是 度量 空间 的 伪 开 t 映 象 . 

证 明 由 引 理 2.9.13, 定理 2.9.10 和 映射 引 理 得 (1) => (2). (2) > (3) 是 显然 
的 . 由 定理 2.9.10 和 1.2.7 得 (3) > (1). 

推论 2.9.16 [al zx 映射 保持 可 度量 性 . 

问题 2.9.17 (1) 半 度 量 空间 是 否 是 某 一 度量 空间 的 序列 覆盖 的 e PRR? 

(2) 半 度 量 空间 是 否 是 某 一 度量 空间 的 紧 覆 盖 的 x 映 象 ? 

例 2.9.18P240 存在 度量 空间 (X,d) 和 可 数 双 商 的 x 映射 f: (X,d) 一 Si, 
使 f 不 是 序列 覆盖 映射 . 

设 of 是 的 极 大 几乎 互 不 相交 族 ( 例 1.8.4). 记 不 可 数 族 o = {As}aer. 对 
a € D, E B, = (a) U Aa. 在 Bs 上 定义 对 称 距离 ds WF: 对 x,y € Ba, 


0, L=Y, 
dalz, y) = 1/y, wF Y, T =Q, 
|1/zx — fy, LAY, LA AY FA. 


那么 (Bo,da) 是 度量 空间 . $ X = Quer Ba, Hik d Æ X 上 标准 的 拓扑 和 度量 . 
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定义 函数 上: X 一 S4 满足 : 


0, BEI, 
ra=] l/r, zgr. 


(18.1) f 是 连续 的 . 对 y € Si — {0}, Fiy) = e(1/y: 1/y € Aa} BX H 
FAR. WRU 是 0 在 Si 的 邻 域 , 对 aer, f 1(U) n Ba Æ Ba WHE, 所 以 
f~ (U) € 7(X). 

(18.2) f 是 可 数 双 商 映射 ,由 映射 引 理 , 只 须 证 f 是 商 映 射 . 设 CSi H 
f^ (U)ec(X). Hy € U, 不妨 设 y= 0. WRU 不 是 y 的 邻 域 , 则 存在 N 的 无 限 
4 M, 使 对 ne M 有 1/m d U. lint M e oA, WEE a cT, 使 B, ={a}UM. 
因为 广 !(D) 是 a 的 邻 域 , 序列 Ba 是 终于 fU) 的 ， 从 而 序列 (1/n)aew 是 终 
TU 的， 矛盾 . 因此, M d, BARE a cT, 使 Mn As 是 无 限 集 , 于 是 序列 
{Zz :XE MNA} 是 终于 f-1(U) 的 , 矛盾 . 从 而 , 区 是 y 的 邻 域 . 故 上 是 商 映 
5j. 

(18.3) f 是 7 BRAY. 否则 , 存在 z € S, 和 > 的 开 令 域 U, 使 d(f (2), X — 
f (U) = 0. WEE X 的 序列 {zn} 和 {an}, f&z, e fiz), £n E€ X — f XU) 
H d(zn,2n) < 1n. WARS f(z) =z A flan) Z U. MME o, € T, 使 
En, Zn € Ba,, H do, (Zn, £n) < 1n, FÆ |f(2n) — f(an)| < 1n, W flan) > z, F 
盾 . 

(18.4) f 不 是 序列 覆盖 映射 否则, 存在 X 的 紧 集 K, 使 /(K) = Si. 由 
K 的 紧 性 , FET ETS”, EK C Une Ba. RELET- MWEE n € 
Ag — (User 4a) C Ag — K. 于 是 不 存在 zo € K, 使 f(xo) = 1/no, F. 
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本 节 在 度量 空间 的 r 映射 的 基础 上 , 探讨 度量 空间 的 商 紧 映 象 、 伪 开 紧 映 象 
和 开 紧 映 象 的 特征 , 将 可 展 空间 、 亚 紧 可 展 空间 表 为 度量 空间 在 这 些 映射 下 的 象 . 
定理 2.10.1040 度量 空间 上 的 序列 商 的 紧 映射 是 序列 覆盖 映射 . 
证 明 设 f:X 一 Y 是 序列 商 的 紧 映 射 ,其 中 XX AE {yn} Æ Y 
中 收敛 于 yo 的 非 平凡 序列 . 记 S, = {yo} U {yn : n € NJ, Xi = fS), g = fix: 
WW 9 是 序列 商 的 紧 映 射 . 由 映射 引 理 , 9 是 伪 开 映射 . We {Un ERE g^! (yo) 
在 度量 空间 Xi 中 递减 的 邻 域 基 . 对 ne N, yo € gUn)’, FE in EN, 使 当 i > in 
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| | Fus), j <i, 
Tj E i SEPN 
fu DU. di s agis 

iE K = g` (yo) U {aj :j e Nj. WK 是 Xi HARA g(K) = $1, Mild f(K) = 51. 
故 , f 是 序列 覆盖 映射 . 

推论 2.10.2040 量 空间 上 的 商 紧 映射 是 序列 覆盖 映射 . 

例 2.10.3255 ”可 分 度量 空间 到 紧 度量 空间 的 可 数 双 商 紧 映 射 未必 是 紧 覆 盖 
映射 . 

WZ=IxXlL E--—í(AeJ'(Z):m(A)-1Ij). RA |A| = 29», 于 是 存在 
一 对 一 的 满 函 数 几 :1 一 x. secl 那么 semn(s), FÆ uls) am; (s) Z e. 
BUE z, € (s) Nri (s). 令 O, 是 (s) x I FEA x。 的 长 度 为 1/4 的 开 区 间 . 再 
& X = ((st) € Z : (s,t) ZO}. WX 是 可 分 度量 空间 . 定义 f= mx. M 
[iX 1 ROH. 

(3.1) f XE EE mR. AAR, FEX HARB, 使 f(B) =L 那么 
B € «f, PrUMETE s € I, 4E B = u(s), AT xs € p(s) - X, FEBS X, FE. 

(3.2) f 是 可 数 双 商 映射 由 收敛 引 理 , 只 须 证 上 是 序列 覆盖 映射 . 设 工 的 序 
列 {sn} 收敛 于 so. WE 广 !(so) PRIA (so, t1), (so, t2), 使 | — te] = 1/2. 让 
K = {s;:i € w}, C = FHK) A (K x (t,t,]). WC BX WZH f(C) = K. 
故 了 是 序列 覆盖 映射 . 

定义 2.10.4 空间 X 的 覆盖 列 (24,) 称 为 X 的 点 有 限 弱 展 开 OS (点 有 限 
FERF U, 点 有 限 展 开 ), E {2%} 是 X 的 弱 展 开 ( 半 展 开 , 展开 ) FAY, 是 X 的 
点 有 限 履 盖 . 

引 理 2.10.5059 W{Y,} 是 空间 X 的 点 有 限 覆 盖 列 . 若 Uns MAY, 则 
{Un} Æ X 的 cs* PIT] E924 AMA (27,) 是 XX 的 点 星 序列 邻 域 网 . 

证 明 由 引 理 2.9.9 的 (9.2), Æ {YM} 是 X 的 cs* 覆盖 的 点 星 网 , 则 (27, ) 是 
X 的 点 星 序列 邻 域 网 . 反之 , 设 {%} 是 X 的 点 星 序列 邻 域 网 . Hn € N A X mik 
SIUE x 的 非 平凡 序列 {zx}. Zi m <n Hst(z, Ym) Z (x), B z, € st(z, Ym) (x). 
FREE i €N,fst(z, Yi) C X—(z,:m&mn Hst(z, Ym) Z {1}. AW {£} 
是 终于 st(z, 24) BJ, 所 以 i > n, 从 而 {ax} 是 终于 st(z, Yn) 的 . HY, 是 点 有 
限 的 , 所 以 存在 {an} 的 子 列 是 终于 Y, 的 某 元 . WY, 是 X 的 cs* un. 

定理 2.10.6 ”下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 点 有 限 弱 展开 ; 

(2) X 是 度量 空间 的 序列 商 的 商 紧 映 象 03); 
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(3) X 是 度量 空间 的 商 紧 映 象 181, 228; 

(4) X 是 度量 空间 的 序列 覆盖 的 商 紧 映 象 (4091 

证 明 (1) 坊 (2).  (27,) BX 的 点 有 限 弱 展 开 . 对 i cN, WY = (Us) aen. 
采用 命题 2.9.6 的 记号 , 可 定义 度量 空间 M 和 映射 f : (M,d) — X. 对 xeX,ie 
N, BT; = {a € A: x € Ua} WA lenr: [Ls Ai 的 紧 集 . MR a = (ai) € 
Ileni WA ze6(y Vax, TRAE M 且 fla) = zr, w Ilieni: c f(z). 如 果 
a = tage T n. WA z € Nien Uan TÆ Q € [hal H f a) C [ee Te 
因此 f(x) = [lenr 即 , f 是 紧 映射 . 再 由 引 理 2.10.5 和 命题 2.9.6, f 是 序列 
商 映 射 . 

由 映射 引 理 得 (2) ex (3). 由 推论 2.10.2 得 (3) e (4). 下 面 证 明 (3) > (1). 设 
X 是 度量 空间 M 在 商 紧 映射 f 下 的 象 . 由 定理 1.3.5, M PERRA RFA KII 
{多 ;}, Bis. WMA Zi, HXI K € 2X (M), {st(K, B) ew Æ K XE M 中 的 邻 域 基 . 
4 UV = f(Bi). 那么 eX BEA. FUE (25) 是 XX 的 弱 展开 . 若 
rcUcs(X) BARE n EN, f£ st(f-'(x), Bn) C FIU), Al st(x,%) C U. 
另 一 方面 , 3p X 的 子 集 U WA: Mae CU, FE n EN, iE st(z,%) CU, BA 
对 ze FHU), FE n € N, fF st( f(z), Ya) CU, FÆ st(z, Br) C FHU), 从 而 
fU) €7(M), Ak U e v(X). S (24) Æ X 的 点 有 限 弱 展 开 . 

推论 2.10.7. 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 可 分 度量 空间 的 (ZEHN) 商 紧 映 象 ; 

(2) X 是 可 分 度量 空间 的 商 7 BR d; 

(3) X 是 9 第 二 可 数 空间 . 

证 明 (1)> (2) 是 显然 的 . 由 推论 2.8.11, 定理 2.9.10 和 1.6.22 得 (2) > (3). 

(3) 2. (1). & 2 Æ X 的 可 数 弱 基 . 不 妨 设 罗 C (X). WB = {Bijien = 
U.ex Bae 其 中 Z, 是 x 的 弱 基 . X i cN, > 

C;-[(reX:Bid Bz}, 9; = {B,C}. 

WY 是 X 的 cfp BR. PXE, RK ¢ H(X), BK, = BAK, K, = K - B, 
MAK, CB AK=K,UK). 如 果 z € Ky 由 于 天 是 可 度量 的 , 所 以 存在 
K 一 B; 的 序列 {cn} 收敛 于 x e K, FÆ Bi EB, AT z € Ci. 所 以 Ko C Ci 
rex, 则 


BS 
2o 
a 
Zu 
za> 
al 


B; Bi € Ba, 
st(z,245)— 4 X, Bid rcBi; 
T (st(z, 4) ew 是 x 的 弱 基 . 这 表明 (27) 是 X 的 弱 展 开 . 由 命题 2.9.6 ME 
H 2.10.6, X 是 可 分 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 紧 映 象 . 
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推论 2.10.8 ”考虑 下 述 条 件 : 
(1) X 是 度量 空间 的 (ERSTE RTI) 商 紧 ss RR; 
(2) X 是 度量 空间 的 商 六 ss PRA: 
(3) X 具有 局 部 可 数 弱 基 ; 
(4) 是 g 第 三 可 数 空间 的 拓扑 和 ; 
(5) X 是 具有 局 部 可 数 cs* 网 的 g 第 一 可 数 空间 ; 
(6) X 是 具有 局 部 可 数 网 的 g 第 一 可 数 空间 . 
那么 (1) > (2) > (3) e (4) e (5) > (6). FE X 是 正则 空间 , 则 (6) > (1). 

证 明 (1) (2) 是 显然 的 . 由 推论 2.8.11 和 定理 2.9.10 得 (2) > (5). 由 推论 
2.8.11 和 命题 1.6.21 得 (5) > (3). 由 推论 2.8.11 得 (3) > (4). (4) > (5) => (6) 
显然 的 . 当 X 是 正则 空间 时 , 由 推论 2.8.11 和 2.10.7 得 (6) = (1). 

例 2.8.14 说 明 上 述 推论 中 假设 正则 性 是 重要 的 . 

例 2.10.9 R 的 点 无 理 扩张 拓扑 空间 XX ( 例 2.7.14): X 不 是 度量 空间 的 商 7 
映 象 [239]. 

采用 例 2.7.14 的 记号 . 先 证 明 (X,7) 不 是 可 数 亚 紧 空间 . dd X 的 欧 氏 拓扑 
AT.,Q-ír:neNb.X*XneN,?F-iín:izn. 因为 Q 是 X 的 
闭 离 散 集 , (EL) Æ X 的 递减 的 闭 集 列 且 门 ,n= 8. AX 是 可 数 亚 紧 空 
间 , 则 存在 X 的 开 集 列 (Gs }nen, 满足 Fa C Gn H Aren Cn = S ( 见 附录 人 A 命 
题 2.8). X n € N,x € Fy, FE Une er f£ x € Une, Une N {ri : i < n) = 
Ø H {x} U (PN Une) C Gn, 于 是 Une = Una NQ) U (Une NP) C Gn, 从 而 有 
On € T*, f& F, C On C G,. AKO, Æ (R, 7%) HFFA Qrey On = e, 这 与 
7* 是 Baire 拓扑 相 矛 盾 . 所 以 X 不 是 可 数 亚 紧 空 间 , 于 是 X 也 不 是 次 仿 紧 空 间 
( 见 附录 A 命题 4.11). 

WR X 是 度量 空间 的 商 m RZ, 由 映射 引 理 及 定理 2.9.15, X 是 半 度 量 空间 ， 
从 而 X 是 次 仿 紧 空间 , 矛盾 . 

问题 2.10.10 “可 分 度量 空间 的 商 r 映 象 是 否 是 某 一 可 分 度量 空间 的 商 紧 映 
Ed 

问题 2.10.1107?) BA o KAR cs 网 的 对 称 度量 空间 是 和 否 是 度量 空间 的 商 
紧 映 象 ? 

引 理 2.10.12!) 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 点 有 限 展开 ; 

(2) X 具有 点 有 限 半 展开 ; 

(3) X 是 具有 点 有 限 弱 展 开 的 Fréchet 空间 ; 

(4) X 是 亚 紧 的 可 展 空 间 . 


pu 
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证 明 (4) (1) = (3) 是 显然 的 . 由 命题 1.6.17 83 (3) > (2). 下 面 证 明 
(2)> (4). RX 具有 点 有 限 半 展开 . 由 定理 2.10.6 和 映射 引 理 , X 是 度量 空 
间 的 可 数 双 商 紧 映 象 , 于 是 X 是 亚 紧 空间 ( 见 附录 A 推论 2.7). 又 由 定理 2.7.17， 
2.9.15 和 1.2.11, X 是 可 展 空间 ， 

由 此 及 命题 2.9.6 和 定理 2.10.6, 得 到 度量 空间 开 紧 映 象 的 特征 . 

定理 2.10.13! 26 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 度量 空间 的 ( 紧 履 盖 的 ) 开 紧 映 象 ; 

(2) X 是 度量 空间 的 伪 开 紧 映 象 ; 

(3) X 是 亚 紧 的 可 展 空间 . 

Michael?”7] 证 明了 度量 空间 上 的 开 紧 映射 自身 是 紧 覆 盖 映 射 . 例 2.10.3 说 明 
开 映 射 不 可 减弱 为 可 数 双 商 映 射 . 

例 2.10.14 Michael 直线 ( 例 1.8.5): 亚 紧 可 展 空间 的 开 紧 映 象 481. 

采用 例 1.8.5 的 记号 , 其 中 X, B 分 别 是 Michael 直线 和 Bernstein 集 . 置 

H = (Ix (00 U(B x N); 

V(z,m) = {x} x ({0}U {n:n > m), yelmeN; 

W(J,m) = ((JN (I— B)) x (0))U 

(JnOàB)xín:n2 m]),Jcl,meN. 

H 赋予 下 述 拓扑 : SEJUJÉ UU V(x, m) (Vr € B,m € N), W(J,m) (Y FKE J C 
I, m € N) 48 B x N 中 的 单 点 集 . 工 关于 欧 氏 拓扑 存在 展开 {Yn}, 使 Zr 是 有 限 集 
H 27,41 MA Yn. 对 mm EN, An 是 形 如 下 述 集合 全 体 之 集 : V(z,m) (vx € B), 
W(U, m) (VU € Ym) f {A} (Vh € B x (,2,---,m—1)). W (25,5 Æ H I 
点 有 限 展开 . WH 是 亚 紧 可 展 空 间 . 

易 验 证 , mg: H > X 是 开 紧 映射 . 

因为 Michael 直线 不 是 8 空间 , 所 以 它 不 是 亚 紧 可 展 空间 . 由 此 可 知 , 度量 空 
间 的 开 紧 映 象 的 类 并 不 关于 开 紧 映射 封闭 . 含有 度量 空间 的 关于 开 紧 映射 封闭 的 
空间 类 具有 特别 的 意义 . 

定义 2.10.1574 MOBI 类 是 满足 下 列 两 条 件 的 最 小 的 拓扑 空间 类 : 

(1) 度量 空间 属于 这 个 类 ; 

(2) 关于 开 紧 映射 封闭 的 类 . 

显然 , 开 紧 映射 保持 MOBI 类 . 

定理 2.10.1649 y Æ MOBI 类 中 的 空间 当 且 仅 当 存 在 度量 空间 M 和 开 紧 
映射 的 有 限 集 {及 ,…, 据 }, 使 (fo:…o 有)(M)=Y. 

WEBB ”以 {Moca 表示 满足 定义 2.10.15 中 两 条 件 的 空间 类 之 族 , 则 MOBI 
K — yey Ha 记名 = (X : 存在 度量 空间 2Z RITE ABU EUR BRR Css ful. 
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使 (f oso f(Z) = X). 则 存在 a € A, 使 多 = 26, Wifi B > MOBI. 
对 a e A, HX e 2, 则 存在 度量 空间 Z 和 开 紧 映射 的 有 限 集 (fu. fo}, 使 
(fno o fi)(Z) =X. 由 定义 2.10.15, X € 265, Bst ZB C 265, MU 42 C MOBI 
类 . i B= MOBI 类 . 

由 推论 2.7.19 和 定理 2.10.16, 有 下 述 推论 . 

推论 2.10.1704 4? Y e MOBI Žž, WY 具有 点 可 数 基 . 

推论 2.10.17 的 逆 命 题 是 否 成 立 是 耐人寻味 的 . Chaber®*) 曾 证 明 , 具有 点 可 
BIEN T, FEW AN ET, 空间 的 开 紧 映 象 . Mize 7, 空间 类 中 , MOBI 类 
刻画 为 具有 点 可 数 基 的 空间 类 . 如 果 用 MOBI; 类 表示 定理 2.10.16 所 述 的 每 一 开 
紧 映 射 都 具有 五 值 域 的 MOBI 类 的 子 类 , 其 中 i = 2,3,4, 人 们 主要 关注 具有 点 
TAGER T; 空间 是 否 属于 MOBI, 类 ? 例 2.10.14 表明 , Michael 直线 属于 MOBI, 
类 . 

iR 2.10.1807 道 紧 映 射 是 否 保持 MOBI 类 ? 

问题 2.10.1985 具有 点 可 数 基 的 空间 是 否 属于 MOBI, 类 ? 
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前 面 儿 节 介绍 空间 与 映射 关系 的 思路 是 研究 度量 空间 在 所 熟知 的 映射 类 下 的 
和 象 空间 的 特征 . 对 广义 度量 空间 类 , 可 以 尝试 通过 适当 的 途径 定义 映射 类 , 将 空间 
类 表 为 度量 空间 类 在 这 映射 类 中 映射 的 象 . 本 节 定 义 的 o 局 部 有 限 映射 和 o 映射 
就 是 依照 这 种 思想 , 分 别 将 e 空间 和 N 空间 表 为 度量 空间 在 这 些 映射 下 的 象 . 

定义 2.11.1097. VERUM f: X SY. f WA 局 部 有 限 映射 , EX X 的 
RA RA tit P, 存在 P 的 加 细 多 , 使 f( 多 ) 是 Y 的 o 局 部 有 限 履 盖 . 

MX 的 集 族 PMF, FRN 1 BA, E 部 分 加 细 儿 ,并 且 儿 的 
任 一 元 是 F 的 某 子 集 之 并 . 

引 理 2.11.22] 者 P 是 空间 X 的 局 部 有 限 集 族 , 那么 P 存在 互 不 相交 的 
局 部 有 限 B 加 细 F, EX F EF, (P)r 是 有 限 的 . 

证 明 E 


F(B) = NB — U(P — B), B C P; 
F ={F(): SEBC P}. 
WF EP 的 互 不 相交 的 局 部 有 限 B I EX EF EF, (P)r 是 有 限 的 . 
命题 2.11.3297 ERY f: X 5 Y, Nj (1) > (2) e (3), 其 中 : 
(1) X WE- HRU 存在 加 细 Z, 使 f(A) AY 的 o 局 部 有 限 集 族 ; 
(2) X 的 每 一 o 局 部 有 限 集 族 有 B 加 细 Z, 使 1( 多 ) 是 Y 的 o 局 部 有 限 集 族 ; 
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(3) f 是 o 局 部 有 限 映射 . 

证 明 (1) > (3). 设 P = Uen An EX 的 覆盖 , 其 中 s 是 局 部 有 限 的 . 
对 ne SN, FE X 的 开 和 覆盖 Yn, 使 Un 的 每 一 元 仅 交 FY, 的 有 限 个 元 , 于 是 V. 
FEMA Bn, 使 (多 ,) RE Y 的 o 局 部 有 限 集 族 . IBA UJ, cs (A. ^ Bn) Æ P 的 
MAE. f(U, e (2s ^ Bn)) 是 Y Wo 局 部 有 限 覆 盖 . Wf 是 o 局 部 有 限 映射 . 

(2) > (3) 是 显然 的 , 下 面 证 明 (3) > (2). 只 须 证 X 的 每 一 局 部 有 限 集 族 DP 
A B WA Z, f(A) 是 了 Wo 局 部 有 限 集 族 . 由 引 理 2.11.2, 2 存在 互 不 相交 
的 局 部 有 限 B 加 细 多 , 使 多 的 每 一 元 仅 交 P 的 有 限 个 元 . E 

KH = FU{X —UF}. 
RAH fe X WAAR, EC 存在 加 细 Z, 使 f(Z) 是 o 局 部 有 限 集 
族 . 因为 A 是 互 不 相交 集 族 , 所 以 多 Je 2€ 的 B 加 细 . BP 
B={BEB:BcuF}. 

WA HF Wy BMA, FEA LF BB NAH f(A) 是 o 局 部 有 限 集 族 . 

推论 2.11.4997 设 映 射 f :XX Y. 若 下 述 条 件 之 一 成 立 , 则 了 是 e 局 部 有 
限 映射 . 

(1) 存在 X 的 几乎 (modk) 网 FY, 4E SCP) 是 Y Woo 局 部 有 限 集 族 . 

(2) f ZA LRA Y 是 次 仿 紧 空间 . 

证 明 设 EX WI. (0) 

H ={ PE P: PCUF, F c4 *"). 

那么 2€ MAW? AW) 是 Y No 局 部 有 限 集 族 , 于 是 存在 加 细 Z, 使 
F(A) 是 Y Wo 局 部 有 限 集 族 . 由 命题 2.11.3, f 是 o 局 部 有 限 映射 . 

(2) ye Y, HEY 的 可 数 子 族 7, 覆盖 f y) 又 存在 y 的 开 令 域 V, 使 


FV) CUY. BV = {Vjyey. WY HFEA 存在 o 离散 的 闭 加 细 多 . 对 
F E€ F, FE yF) ET 使 严 C Vr. > 
B={f (F) NU: FE F,U € Vyr} 

A 加 细 多 , HSZ) BY Wo 局 部 有 限 集 族 . WS Æ o 局 部 有 限 映射 . 

推论 2.11.5057 o 局 部 有 限 映射 保持 下 述 拓扑 性 质 : 

(1) 具有 o 局 部 有 限 网 ; 

(2) 具有 o 局 部 有 限 儿 乎 (modk) 网 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 o 局 部 有 限 映射 .让 夕 是 XX 的 o 局 部 有 限 网 (o 局 
部 有 限 几 乎 (modk) FJ). 由 命题 2.11.3, A 有 加 细 Z, f(A) ZY Wo 局 部 
有 限 集 族 . 这 时 f( 多 ) 是 Y 的 网 (几乎 (modk) W). 
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ib X # Michael 直线 (fl 1.8.5). HF X 具有 点 可 数 基 , 于 是 存在 度量 空间 
M 和 开 s 映射 f: M — X. 因为 X 不 是 ce 空间, 由 推论 2.11.5, f 不 是 o 局 部 有 
限 映射 . 从 而 , 推论 2.11.4 的 闭 映射 条 件 不 可 换 为 开 映 射 条 件 . 

由 引 理 1.5.13 和 命题 2.4.7, 得 到 下 述 引 理 . 

引 理 2.11.6057 ji 2 是 空间 Y 的 关于 有 限 交 封闭 的 o 局 部 有 限 闭 几乎 
(modk) W, 则 存在 可 度量 空间 M, M 的 o 离散 基 BAY x M 的 子 空间 X, 满 
足下 述 条 件 ， 其 中 记 f= T1|x; J = 72|x- 

(1) P = fg !(48); 

(2)g: X — M 是 逆 紧 映射 . 

定理 2.11.7057 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 o 空间 (38 E ZM); 

(2) X 是 度量 空间 ( 仿 紧 M 空间 ) 的 e 局 部 有 限 映 象 . 

证 明 由 推论 2.11.5 得 (2) > (1), 对 仿 紧 M 空间 的 情形 , 还 利用 了 推论 2.2.8 
和 命题 1.5.14. 

(1) > (2). BRP 是 o T X 的 关于 有 限 交 封闭 的 o 局 部 有 限 闭 网 . 让 M 
ERE X. 赋予 M 以 PY 作为 基 生 成 的 拓扑 . 则 A 是 M B o 局 部 有 限 闭 基 , 于 
是 M 是 度量 空间 . +f =idy : M >X. B 2d x 的 网 , f 是 映射 . 再 由 推 
W 2.11.4, f 是 o 局 部 有 限 映射 . 

再 设 PD 是 强 忆 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 o 局 部 有 限 闭 几乎 (modk) Mj. 
由 引 理 2.11.6, 存在 可 度量 空间 M, M 的 ARE Z MX x M. 的 子 空间 Z, W 
足下 述 条 件 ， 其 中 记 f= Tilz: 9 = "2Iz. 

(7.1) P = fg (A); 

(7.2) g: Z ^ M 是 逆 紧 映射 . 

WW Z 是 仿 紧 M 空间 , g^! (27) Æ Z 的 (modk) W. 由 推论 2.11.4, f 是 o 局 部 有 限 
映射 . 

上 述 定 理 中 的 正则 性 是 重要 的 . RR 的 点 无 理 扩张 拓扑 空间 X 是 度量 空间 的 
c 局 部 有 限 映 象 ( 见 例 2.7.14 和 例 2.10.9). 由 于 强 允 空间 是 次 仿 紧 空 间 ( 见 定理 
3.2.10), 所 以 X PÆ Y: 空间 . 

对 具有 可 数 (modk) 网 的 空间 , 有 与 推论 2.8.4 平行 的 结果 . 

推论 2.11.8957] 正则 空间 X 具有 可 数 (modk) 网 当 且 仅 当 存在 可 分 度量 空 
间 M 和 逆 紧 映射 9: Z 5 M, 使 X 是 2Z 的 映 象 . 

例 2.11.9052] 存在 局 部 紧 仿 紧 空间 Z 和 闭 映射 上: ZX, 满足 

(1) X PEW E FM; 

(2) f 不 是 o 局 部 有 限 映射 . 
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对 Qa cw, E ha: w1 +1 > T, IAB. $ Z — 人 DB, To: WW Z 是 局 部 
紧 仿 紧 空间 . + A= {ha(wi) :a «wi. RX JATH z/A. 让 三 :2 一 X 是 自 
然 商 映射 . 则 f 是 闭 映射 . 设 X dégh Y CH 1b.Z BX WRF WH 的 o 局 部 
有 限 闭 (modk) 网 . W © = fho(w1). X o, 8 < wi, id [o(8), 01) = fhalla, w1)). 
HF 的 o PRA, XO <w, {FEF : 0 EF HFN(0(6),G,) z e) 是 
可 数 的 , 于 是 存在 ag <w, HAF CF A FN Jalb), 0) Z &G Bl, O e F. 对 
FCF, 置 

o(F) = (y < w : Fn [0(y),@1) 4 Ø}, 

Fo = {F E F : 0 E F,a(F) < w}. 
则 Fo 是 可 数 的 . 于 是 存在 6 < w, 使 > sup(o(F) : F € Ao}. RN, Æ F EF 
E FN [ag(8),@1) 4 S, BARRITAN y <w A Fn[0(y), 21) z e. id 

{Fe F : Fnlos(B),à1) A 9) = (Fs]aen: 

wm K e X, tH KO [ag(8),0,) z e. AA (y < w : Kn[0(y), 21) 4 e) 是 
ARR, 可 选取 X 的 序列 {£n} Bw, 中 非 平 凡 的 序列 {?7 f£ c, € (5, - K)n 
Oln), 01). AMEE F €F, HK CF CX —{r,:n€N}. 于 是 存在 meN， 
E F = Fm, 因此 tm € F, FE. 故 X DERE "gH. 再 由 推论 2.11.5, f 不 是 o 
局 部 有 限 映射 . 

本 节 第 二 部 分 , 介绍 如 何 把 N 空间 表示 为 度量 空间 的 特定 映 象 . 

定义 2.11.10] REH f: X — Y. f WA o 映射 , 若 存 在 X 的 基 Z, 使 
F(A) 是 Y Wo 局 部 有 限 集 族 . 

定义 于 可 分 度量 空间 上 的 映射 是 o 映射 . 由 命题 2.11.3, o 映射 是 o 局 部 有 限 
映射 . 

E 2.11.11] ”正则 空间 X 是 ce 空间 当 且 仅 当 和 是 可 度量 空间 的 ve 映 象 . 

证 明 Xx X Jo 空间. 由 定理 2.11.7 中 (1) = (2) 的 证 明 , X 是 某 一 可 度量 
空间 的 o 映 象 . 由 于 o 映射 是 o 局 部 有 限 映射 , 所 以 度量 空间 的 正则 的 o 映 象 是 
c 空间 . 

定理 2.11.12 ”对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X ÆN 空间 ; 

(2) X 是 度量 空间 的 序列 商 o BRA (5501: 

(3) X 是 度量 空间 的 序列 覆盖 o BRE Bs0]; 

(4) X 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 o 映 象 PSH, 

证 明 (1) (4) RA 是 N SAX 的 关于 有 限 交 封闭 的 o WMA 
Hk. dB 多 = Un Pri HH Pr = (Pauca, 是 局 部 有 限 的 且 不 妨 设 
X E€ Pa C Pa: Mn 赋予 离散 拓扑 . 置 
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M = {a= (e) € | [A : {Pa} 是 XX 中 某 点 z(a) 的 网 }. 


ieN 
WM 是 可 度量 空间 , 并 且 对 a € M, z(a) 是 唯一 确定 的 于 是 可 以 定义 函数 
f:M >X, f f(a) = z(a). 易 验证 , f SBN. 下 面 证 明 f PABA o 映射 . 
(12.1) f 是 o 映射 . Mn €N, an € An, 置 

B(o;,:-:,04) = {a € M : mila) = aii S n), 

B = (B(o,---,04):0; € Ai < n]. 
则 多 是 M 的 基 . 为 证 明 上 是 c BUM, 只 须 验 证 f(Blar,---,Qn)) = Nien Pai 
显然 f(Blay,-++,Qn)) C ge xe (ee 存在 6 = (8k) € M, 使 
f(O) = x. 对 k €N, FE akn € Attn, IE Pus, = Po Ha = (ox). BA 
a € B(o,:-:,0,) E f(a) =x. 因此 ， [en P4, C f(B(o,:-:,04)). 

(12.2) f PRB mA. 对 K€ A(X), 由 引 理 2.7.9, 存在 多 的 有 限 集 列 
{F,\, 满足 命题 2.7.1 的 条 件 (i) 和 (i). 取 序 列 (n) 的 子 列 {ni}, 使 多 C Pn. 
不 妨 设 , n=1. Hi EN E&n;mn«njai, E Z) =F. WA CA, FRE 
Tn E Ag”, ft ={P. joer, X 

L= {a= (on) € | [in () Pa, VK FQ}. 


ncN ncN 
由 命题 2.7.1 所 证 ,二 是 WAR f(L) = K. 所 以 上 是 紧 覆 盖 映 射 . 

(4) > (3) > (2) 是 显然 的 , 下 面 证 明 (2) > (1). & f: M — X 是 序列 商 o 
映射 , 其 中 M 是 度量 空间 . 存在 M 的 基 Z, 使 F0) 是 X 的 o 局 部 有 限 集 族 . 
由 命题 2.7.2 和 1.6.7, f (27) Æ X Wo 局 部 有 限 网 . 故 X 是 NN 空间 . 

例 2.11.13 V ŽE X ( 例 1.8.1 和 2.4.15): 存在 度量 空间 M Allo 局 部 有 限 
映射 f: M 一 X, 具有 性 质 : 

(1) f GRA mB, 但 X 不 是 空间 ; 

(2) f 是 开 紧 映射 , 但 XX 不 是 9 可 度量 空间 ; 

(3) f 不 是 o 映射 . 

由 例 2.4.15, 存在 度量 空间 M MAA AKARI — FRA f: M 一 X. 由 推 
论 2.11.4, f 是 o 局 部 有 限 映射 . 由 定理 2.5.17, X 不 是 空间 . 又 由 推论 1.6.8, X 
也 不 是 9 可 度量 空间 . 由 定理 2.11.12, f 不 是 o 映射 . 

关于 9 可 度量 空间 的 映射 刻画 , 见 定理 3.9.13 的 相关 结果 . 


第 三 章 ”广义 度量 空间 类 


第 2 章 阐述 了 度量 空间 在 几 类 映射 下 象 空间 或 道 象 空间 的 内 在 特征 . 由 此 可 
见 , 应 用 映射 与 空间 的 相互 分 类 原则 , 通过 度量 空间 以 及 闭 映射 、 开 上 映射、 可 数 双 
商 映 射 、 伪 开 上 映射 、 商 映射 、s 映射 、 紧 映射 和 7 映射 等 , 将 一 般 拓扑 学 中 的 一 些 
重要 概念 , UNG. Bit). 网 、k 网 、cs* 网 和 (modk) 网 等 以 及 由 此 所 导出 的 广义 
度量 空间 类 , 如 可 展 空间 、 半 度量 空间 、 弱 第 一 可 数 空间 、M 空间 、o 空间 和 强 忆 
空间 等 联结 于 一 体 . 这 一 方面 说 明了 用 映射 对 空间 进行 研究 的 效果 与 威力 , 另 一 方 
面 也 表明 了 在 第 2 章 中 所 出 现 的 广义 度量 空间 类 在 拓扑 空间 论 的 研究 中 占据 核心 
位 置 . 


映射 与 空间 相互 分 类 的 基本 问题 是 , 在 各 类 映射 作用 下 , 哪些 拓扑 性 质保 持 不 
变 (问题 2.0.6). 本 章 的 中 心 议题 之 一 是 确定 怎样 的 映射 类 保持 特定 的 广义 度量 空 
间 类 . 为 此 , 必须 充分 地 探讨 广义 度量 空间 类 的 各 种 性 质 , 尤其 重要 的 是 寻求 它们 
的 刻画 一 本 章 最 精彩 的 内 容 之 一 . 


在 所 涉及 的 广义 度量 空间 类 中 , 有 相当 数量 的 空间 是 从 Bing-Nagata-Smirnov 
度量 化 定理 (定理 1.3.2), 或 Michael 关于 仿 紧 性 的 刻画 ( 见 附录 A 定理 1.2), 或 
Burke-Junnila 关于 次 仿 紧 性 的 特征 ( 见 附录 A 定理 3.3), 利用 o. 离散 集 族 , 或 o 
局 部 有 限 集 族 , 或 o 闭 包 保持 集 族 , 或 o 垫 状 集 族 来 定义 的 . 这 是 产生 广义 度量 空 
间 类 的 有 效 方法 , 并 导致 一 类 有 趣 的 问题 : 利用 这 四 种 集 族 定义 的 空间 类 , 在 什么 
条 件 下 是 等 价 的 ? 


这 类 问题 对 考虑 闭 映 射 是 否 保持 这 些 空间 类 时 显得 特别 重要 . 下 面 将 看 到 该 
类 问题 对 o 空间 的 成 功 回 答 ( 定理 3.3.1) 成 为 一 般 拓 扑 学 的 典范 . 一 般 来 说 , TE o 
离散 集 族 与 o 局 部 有 限 集 族 中 , 问题 大 多 有 正面 的 答案 ; 在 o 局 部 有 限 集 族 与 o 
闭 包 保持 集 族 中 , 问题 呈现 复杂 化 ; 而 在 o 闭 包 保持 集 族 与 o 垫 状 集 族 中 , 问题 显 
得 异常 的 困难 . 本 章 的 特色 之 一 , 是 较 全 面 地 阐述 了 由 遗传 闭 包 保持 集 族 定义 的 
空间 .从 Burke-Engelking-Lutzer 度量 化 定理 (定理 2.5.17) 看 出 , 研究 o 局 部 有 
限 集 族 与 o 遗传 闭 包 保持 集 族 关 系 这 一 问题 的 电光, 而 且 该 问题 在 讨论 闭 映射 是 
否 保持 适当 的 空间 类 时 所 占据 的 位 置 与 对 c 闭 包 保持 集 族 的 研究 是 同等 重要 的 . 
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3.1 具有 点 可 数 履 盖 的 空间 


在 第 2 章 中 , 为 解决 Arhangel'skii 关于 度量 空间 商 s 映 象 的 刻画 , 以 及 研究 
与 此 相关 的 开 s 映 象 、 开 紧 映 象 等 问题 , 涉及 了 大 量具 有 特定 性 质 的 点 可 数 履 盖 ， 
并 且 探 讨 了 它们 之 间 的 初步 关系 . 本 节 的 目的 是 集中 讨论 一 些 点 可 数 覆 盖 性 质 , 包 
括 它们 的 度量 化 定理 以 及 映射 性 质 . 

定义 3.1.1 设 夕 是 空间 X 的 集 族 . 

(1) PRAX B p HS WR c cr HZ dé X IH pm. 

(2) PAX Iff) p WHE, S x Ay e X, HEF CP”, fix e (UF)? C 
UF C X- {y}. 

(3) PRA X BS p-k W, WRX K € X (X) Rye X- K, FEF EPY, 
fi K CUF C X — {y}. 

p WES p-k 网 的 含意 早已 出 现 于 文献 "7 149). 为 叙述 的 方便 起 见 , 参照 p 网 
的 定义 , 在 此 分 别 命名 为 p 亚 基 和 p-k W. 显然 , 对 空间 X, p d& — p WIE = p-k 
网 . 

命题 3.1.2 下 述 空间 类 具有 点 可 数 W: 

(1) RA o 遗传 闭 包 保 持 网 1221: 

(2) 度量 空间 的 商 s 映 象 113|. 

证 明 由 定理 2.5.11 的 证 明 , RA o 遗传 闭 包 保持 k 网 的 空间 具有 o 紧 有 限 
k 网 , AMERA ATY k 网. 由 引 理 2.7.11, 度量 空间 的 商 s 映 象 具 有 点 可 数 k 
网 . 

wm 3.13 具有 Gs 对 角 线 的 次 仿 紧 空间 具有 点 可 数 p WE. 

证 明 iX ERR Gs 对 角 线 的 次 仿 紧 空间 . WX RAM p 网 UN Zn E 
"HZ, 是 局 部 有 限 的 . 对 ne N, 定义 

Fal B) = 0B —U( 2. — B), BC An; 

Fn, ={Fy(B): BC Pn}. 
那么 FS, 是 X 的 互 不 相交 覆盖 . Mae Ay CX, 存在 mE N 和 Be Py, fF 
yeBcX- (x). & 


KH = (FB) 1 C (RÀ). 
那么 L ez. WRB C(Pn)x, BABE Pm- ZB, FR Fal B) C X-B, 
FAUR CX — fy}. HU = X-U(Z2, —(2,),). 那么 zeUer 如 果 
z E€ U, BA (An)z C (Z5), FÆ z E€ Fn((Pm)z) e 2€, MMU c u2€. 因此 
a € (UH)? C UJ C X — (y). MU ey Fn 是 XX 的 点 可 数 p WHE. 
推论 3.1.4” 半 层 空 间 具 有 点 可 数 p WE. 
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问题 3.1.5 (1) 具有 点 可 数 p WEN 8 空间 是 否 是 半 层 空间 ? 

(2) 具有 点 可 数 基 的 6 空间 是 否 是 半 层 空间 ? 

(3) 具有 点 可 数 基 的 集 态 正规 的 8 空间 是 否 是 可 度量 空间 831? 

引 理 3.1.6 满足 下 述 条 件 之 一 的 可 数 紧 空间 是 紧 可 度量 空间 : 

(1) 具有 点 可 数 p 亚 基 的 空间 7; 

(2) RAAT Z p-k 网 的 空间 0431, 

证 明 设 X 是 可 数 紧 空间 . 

(6.1) 让 多 是 XX 的 点 可 数 p WH RAP RAHM FAC XY H 
xE X-A, WEE F € P<”, tae (UF) CUF¥ CX-A. E 

KH =F € PYF 是 X 的 极 小 覆盖 }. 

由 Miscenko 引 理 , 2^ 是 可 数 的 . 

(6.1.1) 2€ Æ X W p WE. 

Ma Ay eX, FEF EPV, ae (UF) CUF CX —{y}. RK F 
是 (x) 的 极 小 内 部 覆盖 . Fe, FE lF) e (UF) NX -UF — {F})), 这 
NM (F) Ee FA(UF)° —-UF -{F}). HA={2(F): Fe F}. Mzex—-A, F 
E F, € P<”, tz E (UF,)° CUF, C X-A 定义 

RB = F U (UF, : z EX — Ap). 

X p € X, W (Z)p = {Pi(p)jien. 断言 : FEZ WARRE X. 否则 , FEX 
的 子 集 {rn : n E N}, 使 当 i,j « n 时 , z, ¢ P;(z;). 设 a 是 (x, :n € N) WR 
点 . AA X = (UF) U (U ex 4(27:)), FE P e R, E P RTI (m). HR 
i,j € N, f& P = P,(z;). BE m € N, f£ nm > i,j. PA tnn € P(x;), 矛盾 . Al 
此 , FE BE RY MEX =UB. 设 多 是 的 极 小 覆盖 . 则 多 Cc .6. xx re, 
因为 (2),0 = {F}, RAF eZ, At F CH. MM T p WIE. 

(6.1.2) X 具有 可 数 闭 网 . 

置 


E —(X (UF): F e 2099), 
€ ={né': 6 ego], 

X x EV er, # (6.1.1), {£1} 2n(&),, Fé (VJU(X—- E: E E (6),) BX 
Hr uS, 因此 存在 6" e OY, fix e ne" CV. Me EX 的 可 数 闭 网 . 

由 此 , X 是 半 层 空间 , 再 由 推论 1.4.12, X 是 紧 可 度量 空间 . 

(6.2) ib k 空间 具有 点 可 数 p-k 网 2. WA Bp WH HLL, F 
K € J£ (X), WA 是 K 的 点 可 数 p WE, 于 是 天 是 可 度量 的 . 由 推论 2.3.5, X 
是 序列 空间 . 对 x Ay eX, 存在 xz 的 闭 邻 域 L CX — fy}. 与 命题 1.6.7 类 似 的 证 
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ik, FEE € P<”, MEL CUF CX — {y}, Alba € (UF)? CUF cx — y) 
MPA RX Wp WE, 所 以 X 是 紧 可 度量 空间 . 

定理 3.1.7 设 强 Fréchet TH X 具 有 点 可 数 W. Wu) X 是 第 一 可 数 空 
(J239. 如 果 更 设 X 是 正则 空间 , 则 X 具有 点 可 数 基 049. 

证 明 设 2 EIR Fréchet 空间 X BOR mI k 网 . 

(7.1) rE W €T, A FEY, tre (UF)? CUF CW. 

4 P'={PE P: PCW} M 2" 是 W WAZ k Pj. 由 引 理 2.7.13, 有 

€ BIS”, fx e (UF)? CUF CW. 

(7.2) 设 X 是 正则 空间 . 对 多 e P<’, E 

H(F) = {zexX: 多 是 {z} 的 极 小 内 部 覆盖 }. 
id P = {Pa}aca Maca, E 
Ba = Pa U (U{H(F) : Pa E F e 

dircH(Z) P Pa Ee F € Aw, PAx e (UF) — (UF — {P.}))*, F 
是 ze Pa W Ba C P, BERG = {Balaca. 由 引 理 2.7.15, Ha € X, 
{F E PL: xE H(F)} 是 可 数 的 , 所 以 (22), 是 可 数 的 . 下 面 证 明 多 满足 命题 
2.7.16 的 条 件 . 对 zeUVer, 由 X 的 正则 性 , FEW e v, Re eW c W cU. 
BRE (7.1), AF e GZ<, 使 re(UY8)” CUF CW. 不 妨 设 ze 万 (多 )， 置 
4 —(B,:P,c.Z). 那么 zen 多 且 ze(u2)" CUF CU. RX BAAR 
A. 

(7.3) BX ARENA. 对 ro € X, TE X 上 定义 新 拓扑 7* 如 下 : 对 
£ # Xo, {x} E T*; zo 的 邻 域 基 取 为 在 r 中 的 邻 域 基 . 那么 7* 是 正则 空间 . 

设 {An} Æ X 中 递减 的 集 列 且 z € Nrencl (An) He zx Wee 
(leu An, Ro, = x£ E€ Ay. 这 时 {z 在 全 中 收敛 于 z. 若 z = x, Wee 
Aen cl (As). 于 是 存在 zs € An, IE {an} 在 7 中 收敛 于 m, 从 而 {2n} 在 7* 中 也 
收敛 于 x. 所 以 (X,r*) 是 强 Fréchet 空间 . 

WA = ((zx) : x £ roU 2. 则 Br 是 点 可 数 的 . 设 ze 全 Er & 
z £ xo, XF = (x) eM. W x € int..(F) 2 F CW. Zi x — xo, WHEV €, 
fic eV cW. W(7.1), § F € AX, ff z € int, (UF) C UF c V, 这 时 
x € inte (UF) C UF CW. 从 而 Z* £k (X,7*) Pa (7.1). m (7.2), (X, 77) 
具有 点 可 数 基 , 于 是 (X, 7) 在 zo 具有 可 数 局 部 基 . 故 X 是 第 一 可 数 空间 . 

定理 3.1.8043 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 可 度量 空间 ; 

(2) X 是 具有 点 可 数 p WEN M. 空间 ; 

(3) X 是 具有 点 可 数 p-k 网 的 仿 紧 M 空间 ; 
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(4) X 是 具有 点 可 数 p-k 网 的 大 空间 和 M 空间 . 

证 明 (1) (2) 是 显然 的 , 由 引 理 3.1.6 知 (2) > (3). 再 由 命题 2.4.9 和 
2.4.10 知 (3) = (4). 下 面 证 明 (4) > (1). 由 引 理 3.1.6, 具有 点 可 数 p-k 网 的 大 空 
间 和 M 空间 是 仿 紧 空间 . 由 定理 2.2.12, 只 须 证 

(8.1) 具有 点 可 数 p-k 网 和 严格 p 序列 的 次 亚 紧 空间 具有 Gs 对 角 线 . 

设 (25,) 是 具有 点 可 数 p-k 网 的 次 亚 紧 空 间 X 的 严格 p 序列 . 对 ze X, > 

C, = NM{st(z, Yn): n E N}. 
那么 C, € X (X). 由 引 理 3.1.6, C, 是 紧 可 度量 子 空 间 , 再 由 引 理 2.6.2, Cu Æ X 
中 具有 可 数 外 基 , 从 而 zx 有 可 数 邻 域 基 . We Xx 是 第 一 可 数 空间 . 如 定理 3.1.7 中 
(7.1) 所 证 , X 具有 点 可 数 p 亚 基 , 于 是 X? 也 具有 点 可 数 p 亚 基 , KA 2. 

对 i € N, {Lli k BY NO 开 加 细 序 列 , HAS Xli j kl) = 
KH (i,k) x HGD. 对 X? 的 对 角 线 A RA e Xli j, k, D), 由 引 理 2.7.15, 2 
的 元 组 成 的 和 AN 五 的 有 限 极 小 内 部 覆盖 之 全 体 是 可 数 族 , 设 为 A. 记 

KH — (JC (i,j,k, lm): m EN}, 

H(i, j,k, tom) = (UX (i, j, k,l, m. 

W (i,j, k,l, m) 2 U(H n (U(H (ü, j, k,l,n) : n & m) : H € 2€ (i, j,k, D}. 
则 A C n(W(i,j, kl; m):i, j,k, mE N} 另 一 方面 , AF (2 x Yhijen HX? 
的 严格 序列 , 对 p= (x,y) € X? — A, 3d D, =f), jen Stp, Yi x Y). W Dp NA 
是 X? 的 紧 集 , 于 是 存在 多 e P<, fH D,NA C (UF)? CUZ c X? — (p), 从 而 
存在 i,j € N, fi D, C st(p, 44; x Uj) C (UF)? U (X? — A). XXI TEXTE k, lm €N, 
使 (2€ (i, j,k, D)p = (Hohe. SE t n, BF ANH, C (UF), FE m, EN, fi 
Hli j,k, l,m) 是 和 Nn Hi 的 有 限 极 小 内 部 覆盖 . S m = max(m, : t <n}. 那么 
p € W(i,j, k,l,m). W ^—n(W(üjklm):üjklmeNL Am X BA Gs 
对 角 线 . 

由 命题 3.1.2 和 定理 3.1.8, 有 下 述 推论 . 

推论 3.1.9049 度量 空间 的 商 s 映 象 是 可 度量 空间 当 且 仅 当 它 是 M 空间 . 

例 3.1.10 ”具有 点 可 数 履 盖 的 空间 . 

(1) 点 可 数 网 , 点 可 数 p 基 m 点 可 数 cs* 网 , 如 空间 So (i 1.8.7). 

(2) 点 可 数 cs 网 zo 点 可 数 p-k 网 , 如 紧 化 BN. 

(3) 点 可 数 基 办 点 可 数 闭 kk 网 , OR 的 点 无 理 扩张 拓扑 空间 ( 例 2.7.14). 53, 
Foged01 构造 不 具有 点 可 数 闭 网 的 正则 空间 , 具有 点 可 数 基 . 

(4) 点 可 数 p WES 点 可 数 p dk. ib X 是 集 wi 十 1, 其 中 X 的 唯一 聚 点 wi 

具有 序 拓扑 下 的 邻 域 . 因为 X 不 具有 点 Gs 性 质 , 所 以 X 不 具有 点 可 数 p HE. 定义 
P = ((a) : o < wi} U {(a, w1): a < w}. 
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WAP dk OX 的 点 可 数 p WE. 

(5) 点 可 数 闭 网 的 可 数 紧 空 间 e 点 可 数 p WE, 如 例 2.4.14(4) 中 的 Frolik 
空间 . 

下 一 例 说 明 : 点 可 数 闭 大 网 办 点 可 数 cs 网 . 

例 3.1.11°°) 存在 局 部 紧 的 度量 空间 Z, KAKAK f: Z XA 
及 逆 紧 映射 9 : X >Y, 具有 性 质 : 

(1) X 具有 点 可 数 闭 k 网 ; 

(2) X 不 具有 点 可 数 cs 网 P471: 

(3) Y 不 具有 点 可 数 cs* 网 . 

Weel, 8 S(x) RFS). 置 

Z «IQ (@{S(z) :x € I}). 

则 2 是 局 部 紧 的 度量 空间 . ib X 是 将 每 一 x € S(x) 的 极限 点 贴 合成 一 点 得 
到 的 商 空间 , 用 f 表示 这 个 商 映 射 . of RR. 由 定理 2.7.12, f RET 
SAX 具有 点 可 数 闭 k 网 . 由 定理 2.10.6, X 是 9 第 一 可 数 空间 . BX HRI 
贴 合成 一 点 得 到 的 商 空 间 记 为 Y, 用 9 表示 这 个 商 映 射 . 则 9 是 逆 紧 映射 , 并 且 Y 
Wu S. 由 例 1.8.7, Y 不 具有 点 可 数 cs* W. 

若 X 具有 点 可 数 cs 网 , 由 命题 1.6.21, X 具有 点 可 数 弱 基 . 设 dé x 的 关 
于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 弱 基 . 对 zx e X, 注意 到 X - 工 的 点 是 X MULA RH X 
的 子 空间 I 就 是 欧 氏 子 空间 , 于 是 可 选取 z 的 可 数 弱 基 Z, = {Bon}nen C Z, W 
足 


(11.1) S.ti 

(11.2) X} x € X - I, Ben = (x); 

(11.3) 对 x el, 存在 工 中 由 有 理 数 端点 构成 的 含 > 的 开 区 间 组 成 的 集 列 
{Van}, Vos C Ban- 

E 

P = UB: x£ EX}, HY = WA, : x E€ I}. 

WA ii x 的 弱 基 . 一 方面 , 2- 2 EX Ho 离散 集 族 . 另 一 方面 , 对 固定 的 
Von, 由 多 的 点 可 数 性 , (B e A’: Vin c BY 是 可 数 的 , MAF A —(Be FB: 
存在 ne N,x el 使 VC B), 所 以 A 也 是 可 数 的 . 从 而 X 具有 离散 弱 基 ， 
因此 X AEN 空间 . KA eX BU o 局 部 有 限 闭 大 网 . 那么 o(B) 是 了 Wo 局 部 
有 限 闭 k 网 , 矛盾 . 故 X 不 具有 点 可 数 cs W. 

本 节 第 二 部 分 , 讨论 点 可 数 履 盖 的 映射 性 质 . 

命题 3.1.12043] 首 紧 映射 保持 下 述 性 质 : 

(1) 点 可 数 p 亚 基 ; 
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(2) 点 可 数 p-k 网 . 

WERH {EAA (1), (2) 的 证 明 是 类 似 的 . 设 f: X 一 了 是 逆 紧 映射 , 其 中 DP 
是 X 的 点 可 数 p 亚 基 . 定义 

H(F)={yeY:F Æ f(y) 的 极 小 覆盖 }, Fe Po; 

JP ={H(F): F e Ph. 
由 Mistenko 引 理 , #7 是 了 的 点 可 数 集 族 . WyA2eY, Mae f(z), 那么 
FU) CX — {a}, 于 是 存在 多 © P, fi f! (y) c (UF)? CUZ C X — (a). 
BR ={H(F'):F' c.i. WA REH RUZ-i(pceY:f (p cus) 
TX y e Y — f(X —(UF)°) CUZ, Mill y e (UZ)? C UZ c Y —{z}. MY H 
有 点 可 数 p MESE. 

命题 3.1.13 设 闭 映射 f :六 一 Y 在 XX 的 每 一 闭 子 空间 上 的 限制 是 紧 覆 盖 
映射 . eX 具有 点 可 数 pé, WY 也 具有 点 可 数 P. 

证 明 由 引 理 3.1.6 及 f. 是 紧 履 盖 映 射 ,Y 的 每 一 紧 集 是 序列 空间 . KPA 
是 X 的 点 可 数 网 . 令 DD= {riye Y} 其 中 取 定 x € fly). HF 
2 —(f(DnP):Pe P}. WA 2 ÆY HAMMER. RY 的 序列 {yn} 收 
SUFycUec(Y) FARRA yn EU. X 4Z-(zx,:neNluf-(y), 其 
He, = ty W Z 是 X HAR, FÆ fiz: Z> {y}U {yn :meN XXE 
BR. 存在 Z WES L, 使 f(D) = {y} U {yn : n eN}, AW en e Lc f-*(U), 
所 以 存在 Pe FP, EP 含 无 限 项 {zx} HPC fU). 因此 含 无 限 项 {vy} 的 
f(DOP) CU. 由 命题 1.6.7 后 的 说 明 , .2 JE Y WAPA k 网 . 

由 命题 2.1.16, 有 下 述 推论 . 

推论 3.1.1404 247]. 首 紧 映射 或 具有 正则 定义 域 的 闭 工 映射 保持 点 可 数 
网 空间 性 质 . 

下 面 给 出 几 个 逆 紧 映射 , 闭 映 射 或 开 s 映射 不 保持 点 可 数 覆 盖 的 例 . 

引 理 3.1.15 (Tanaka, 2000) 每 一 完全 正则 空间 是 具有 点 可 数 cs 网 的 完全 
正则 空间 的 逆 紧 映 象 . 

证 明 dx X 是 完全 正则 空间 . 让 D ERE X 赋予 离散 拓扑 的 空间 , f: D 一 
X 是 恒 同 映射 . 依 Tychonoff 紧 扩 张 定 理 , f 存在 连续 扩张 h = Bf : 8D 一 BX. 
N) h Æ ZEH. iE E = {2 € 8D: h(z) e X}, g hg: E > X. WE 是 完全 正 
则 空间 且 9 是 逆 紧 映射 . 由 于 BD 中 不 存在 非 平凡 的 收敛 序列 , 所 以 五 中 也 不 存 
在 非 平凡 的 收敛 序列 . 令 到 ={{z :ze 万 } WARE NAAM cs 网 . Mi X 
是 具有 点 可 数 cs 网 的 完全 正则 空间 的 逆 紧 映 象 . 

例 3.1.16 Arens 空间 Sy ( 例 1.8.6). 

(1) So 是 可 分 度量 空间 的 商 有 限 到 一 映 象 . 
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(2) 序列 扇 So 是 So 的 逆 紧 映 象 . 

Arens TĦ X = w U (N xN). XHA 1.8.6 的 记号 , BAX 关于 覆盖 
H = {wh} U{V(n, 1): n E N} RAGS. KS: 07 — X KARR. 那么 
CH 是 可 分 度量 空间 且 是 商 有 限 到 一 映射 . 

对 序列 扇 Y = {0} U (N x N) ( 例 1.8.7), €X g: X OY, Xt r ox, 有 


-1 0, zr€u, 


zx, cENxN, 


则 g 是 逆 紧 映射 . 

例 3.1.17 逆 紧 映射 不 保持 下 述 点 可 数 履 盖 性 质 . 

(1) 度量 空间 的 商 r RR, 如 例 3.1.16, 因为 5, 不 是 9 第 一 可 数 空间 . 

(2) 度量 空间 的 商 紧 映 象 , 如 例 3.1.16, 因为 5,, 不 是 g 第 一 可 数 空间 . 

(3) 度量 空间 的 伪 开 r PRA, 如 例 2.4.13, 因为 , 由 定理 2.9.15, 蝶 形 空间 是 度 
量 空间 的 伪 开 m RZ. 

(4) 度量 空间 的 商 s PRE, 如 例 3.1.11, 因为 , 由 推论 2.7.5, Y 不 是 度量 空间 的 
s PRE. 
5) 点 可 数 弱 基 , 如 例 3.1.16. 
6) 点 可 数 cs 网 , 如 对 扇 空间 So, 利用 引 理 3.1.15. 
7) AACA k W, 如 例 3.1.11. 
8) 点 可 数 cs* 网 , 如 例 3.1.11. 

问题 3.1.18("H 道 紧 映 射 是 否 保 持 具有 点 可 数 p 基 的 空间 ? 

问题 3.1.1904] 逆 紧 映射 或 伪 开 s 映射 是 否 保持 度量 空间 的 伪 开 s 映 象 ? 

空间 X 的 点 a RASS P 点 , WRN X 一 {rc} 的 每 一 可 数 集 C A xg. 
N* = BN 一 N PEI P 点 P098, 

例 3.1.200451 闭 映 射 不 保持 具有 点 可 数 网 的 空间 . 

X D 是 任 一 基数 为 Ni 的 集合 . 赋予 D 离散 拓扑 . 让 

D*= 8D — D, 
E = {p € D* : p Æ D* WIP A}. 
SX=DUE. W X YF 8D 的 子 空间 拓扑 . WE RX 的 闭 子 空间 . 

(20.1) E 是 D* WFR. 

设 V er(6D) HV D* 非 空 . WEE W e r(8D), fi clap(W) c V HB. 
WnD* ze. AAD 是 BD WHER, PrEAW o D 含 可 数 无 限 集 C. 由 于 clap(C) 
HEF BN, FÆ Ø £ clap(C)NE C clgp(W)nD* c VnD*, Aij ENVND* z Ø. 
故 马 是 D* 的 稠 集 . 


E: 


( 
( 
( 
( 
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(20.2) Æ K € X (X), WK 是 有 限 集 . 

由 于 每 一 点 是 弱 尸 点 的 空间 的 任 一 可 数 集 是 闭 离 散 子 空 间 , 于 是 每 一 点 是 弱 
P 点 的 紧 空间 是 有 限 集 , 所 以 KOE RARE. OK 是 无 限 集 , 则 K ND 是 无 限 
集 . BUE K n D 中 非 平凡 的 序列 {z%}. WEE p E (clap{xn:n e Nn EC K. 
因为 {£n} 的 任 一 子 列 都 有 聚 点 且 这 聚 点 只 能 在 天 mm D* 中 , m Ko E ARK, 
所 以 存在 {xn} 的 子 列 收敛 于 mm, 这 与 BD 中 不 存在 非 平 几 的 收敛 序列 相 了 矛盾 . 

WEY = X/E, f: X ^Y 是 自然 商 映 射 . 则 了 是 闭 映射 

(20.3) Y AEF D 的 一 点 紧 化 wD (BH Alexandroff 一 点 紧 化 ). 

WY = DU {e}, KP f(E) = {e}. &eeUCcY. FY- U BARK, Du 
U er(Z). Y —U BARA, W ENf HY —U) = e, fHf& Enclx(f ^! (Y -U)) = 
Encdgp(f (Y —U)) 4 Ø, WA f^ (Y -U) d (X), FRU g r(Y). Bp, 
Uer(Y) SHENAY -U 是 有 限 集 . MY AMF wD. 

由 (20.2), X 具有 点 可 数 网 . 因为 单 点 集 wD 一 DD 不 是 wD 的 Gs 集 , 所 以 
wD 不 是 可 度量 空间 . 再 由 引 理 3.1.6, Y 不 具有 点 可 数 W. 

问题 3.1.21B345] 任 一 空间 是 否 可 表 为 具有 点 可 数 网 空间 的 闭 映 象 ? 

Gruenhage, Michael 和 Tanakal49| 曾 提 出 问题 : 度量 空间 的 商 s 映 象 被 开 s 
映射 保持 否 ? 问题 的 回答 是 否定 的 . 

例 3.1.22 ( 刘 川 , WE) 存在 可 度量 空间 的 商 紧 映 象 X 和 开 紧 映射 上 : X 一 
S,,. 

(22.1) R 关于 欧 氏 拓扑 具有 wi 个 互 不 相交 的 稠 集 . 

Xİ r eR, iEr+Q= {r+q:q4 E€ Q} BOE po € P. Jl po -- Q ÆR BE Q 不 
相交 的 稠 集 . 对 a < wi, 假设 已 选取 了 互 不 相交 的 稠 集 族 (pa +Q: 8 <a}. $ 
A = R-U(pas--Q : 8 « a}, WC p, € ANP. BAM B < a A (pa+Q)N(pe+Q) = 2. 
否则 , FE ri, rz € Q, f pa tri = pe tre, FH pa = pa t r2 r1 € pp +Q, 7F 
E. 从 而 , TIER 的 wi 个 互 不 相交 的 稠 集 , WA {pa t+ Q:a < wy}. 

(22.2) 构造 可 度量 空间 的 商 紧 映 象 X. 

Xf a «wi, id (p. - Q) GI 2 (po oru :n € NJ. Zm,j EN, $ tjipa, Tn) = 
(Pa + Tn, 1/3), X(pa; Tn) = (Pa + Tn; 0). 则 在 R? 中 Lj (Pa; Ta) > Z(Po, Tn). a 


Ma (Las ta) + € N} U L2lPasta) IU (rs) :a ns EN} 
ncN 
其 中 za(7) E€ RP. dE M, 上 定义 下 述 拓扑 : zji(pa,rn) EMAL; za(7) 的 邻 域 
基 元 形 如 (z.()) U (x;(po, rn) : n 2 m}, m EN; zx(po,r,) 的 邻 域 基 元 形 如 
{x(pa,Tn)} U (zj(po. ra) : j 2 m), MEN. 易 验证 , Ma 是 第 一 可 数 的 可 数 正则 
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空间 , 于 是 它 是 可 度量 空间 . 让 M = (Qu, Ma, X 是 在 1@ M 中 由 粘 合 每 一 
zZ(Dpu;7mn) 和 pa -- r, 为 一 点 得 到 的 商 空间 . MX 是 可 度量 空间 的 商 紧 映 象 . 

(22.3) 构造 开 紧 映射 f : X 一 So. 

id Su, = {oo} U (z;(0) :jEN,a <w}, 其 中 对 a <w A 2;(a) > oo. 定义 
[iX S4 WT: FA) = {00}, n :n € N)U (24()))  (25(0)). 
f 是 开 紧 映射 . 这 时 f 也 是 s 映射 . 

因为 So 不 是 度量 空间 的 商 s RZ, 所 以 

(22.4) F s 映射 未 必 保 持 度量 空间 的 商 s RZ. 

(22.5) 开 紧 映射 未 必 保持 9 第 一 可 数 空间 . 

更 进一步 可 问 , 商 紧 映射 是 否 保持 具有 点 可 数 网 的 空间 R79? 刘 川 255] 
和 ShibabovB41 都 构造 了 具有 下 述 性 质 的 例子 否定 了 这 问题 : 存在 度量 空间 的 正 
则 的 商 紧 映 象 X, 使 X 的 开 紧 映 象 不 具有 点 可 数 网 . 

空间 X 的 子 集 族 DP 称 为 紧 可 数 的 , EI K € W(X), (P) 是 可 数 的 . 显 
然 , 局 部 可 数 集 族 — 紧 可 数 集 族 => 点 可 数 集 族 . 易 验 证 , 空间 的 点 可 数 基 必 是 紧 
可 数 基 . 

问题 3.1.2300) 具有 点 可 数 k 网 的 正则 Fréchet 空间 是 否 具有 紧 可 数 k 网 ? 


32 YX "x [RH 


在 前 2 BP OMAR TR D 空间 的 性 质 , 尤其 发 现 它 在 积 空间 仿 紧 性 和 
度量 空间 映 象 方面 的 突出 作用 . 本 节 的 目的 是 依照 Nagamil809，Michaell2s2 和 
Okuyamals24 的 思想 , 系统 地 论述 由 (modk) 网 所 确定 的 空间 的 性 质 . 特别 地 , 强 
Y 空间 等 价 于 具有 o 离散 闭 (modk) 网 的 空间 . 本 节 的 内 容 主 要 由 三 部 分 组 成 . 第 
一 部 分 , 给 出 空间 类 的 定义 , 及 相关 的 刻画 . 第 二 部 分 , 建立 这 些 空间 类 的 相互 
KA, 包括 2005 FH BBO) 证 明 的 具有 点 Gs 性 质 的 强 DY HOR X 空间. 第 三 
部 分 , 阐述 几 个 映射 定理 , 特别 地 , 关于 强 允 空间 的 分 解 定理 . 最 后 , 构造 例子 说 明 
一 些 不 蕴涵 关系 . 

定义 3.2.1 (1) 空间 X 的 集 族 P 称 为 X 的 拟 (modk) 网 84), WREE X 
的 可 数 紧 的 闭 覆 盖 2€, 使 对 Ce 2€, (IP € 2 :C c PHAR C 在 XX 中 的 网 . 这 时 
BP 是 关于 H 的 拟 (modk) W. 

(2) 具有 o 局 部 有 限 闭 拟 (modk) 网 的 空间 称 为 于 空间 B, 具有 o 遗传 闭 包 
保持 闭 拟 (modk) 网 的 空间 称 为 2* 空间 920: 具有 o 闭 包 保持 闭 拟 (modk) 网 的 
空间 称 为 Dt 空间 BA, 
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(3) 具有 o 遗传 闭 包 保持 闭 (modk) 网 的 空间 称 为 强 3* 空间 B24; 具有 a B] 
包 保 持 闭 (modk) 网 的 空间 称 为 强 Dt 空间 P821. 

(4) 依照 定义 1.5.3, 可 类 似 定 义 对 拟 (modk) 网 、 对 (modk) 网 的 概念 . 

显然 , X 空间 一 X* 空间 全 24 空间 全 o SUASA(modk) 网 . 由 命题 1.5.4, 半 
层 空间 > e SA (modk) W. € X 分 别 具 有 由 闭 可 数 紧 集 ( 紧 集 ) 组 成 的 o 局 部 
有 限 覆 盖 , o- 了 HCP Bik, o 闭 包 保持 覆盖 , BAX KREE 空间 (GRD 4), x* 
空间 ( 强 X 空间 ), X5 空间 ( 强 24 空间 ). 由 定义 易 知 , 下 述 拓 扑 性 质 都 是 可 加 性 
MAREE: XD (98 X), X* (98 D*), X7 (98 DF). 

下 面 介 绍 忆 空间 类 的 一 些 等 价 条 件 . 为 叙述 的 方便 起 见 , 对 空间 XX 的 点 x 及 
BD, 在 本 节 中 记 CUP, 2) <P)». 

命题 3.2.2074 X BD 4AM X 有 局 部 有 限 的 闭 覆 盖 列 {. 多 ,}, W 
Æ: AX 的 点 x 及 序列 {rn} A tn E€ C(Fn, x), W {rn} ARA. 

证 明 BW Unen Pn EE EHX 的 关于 2€ 的 闭 拟 (modk) 网 , HP, 
是 局 部 有 限 的 且 Pn C Pny FEL Fa = AP, U{X}. WF, 是 X 的 局 部 
有 限 闭 覆盖 . 若 存 在 zs X 和 X 中 无 聚 点 的 序列 {z IE £n E CFn, £), W 
H e (52j。 那么 存在 m €N, H c X-{rn:n m, 于 是 存在 k EN 
MP Ee HA, EHC PCX-{rn:in >m. Wj 2 max(m,k). 那么 
xj € C(F;,x) CP CX — {2;}, FE. 

反之 , 不 妨 设 Fn C Fai AF, 关于 有 限 交 封闭 . CZ.) e... B 
H = {nen C( Fn, 2) £ E X). 由 收敛 引 理 , 20 是 X 的 由 闭 可 数 紧 集 组 成 的 履 
zi, 且 Unen Fn Æ X 的 关于 .和 2 的 闭 拟 (modk) W. WX e x 空间 . 

M 3.2.3013]. X 是 Y5 空间 当 且 仅 当 X 存在 Y? 函数 , 即 X. 存在 9 函数 ， 
满足 

(1) z,ye X &neN, Z x € g(n,y), W g(n, x) C gln, y); 

(2) Mae X RX WHS! {2n}, Æ x E gn, £n), W (7,) ARA. 

证 明 必要 性 . WU en Zn Æ X EA X 的 关于 .和 的 闭 拟 (modk) W, 其 
HP, 是 闭 包 保持 的 . 定义 9:NxX 一 7 为 

g(nz)-X-U(Pe4;:ixn,zéP). 
显然 , 9 是 满足 条 件 (1) 的 9 函数 . 若 存 在 x EX 及 序列 {rn}, 使 zs g(n £n), 
H {xn} FRR, WHE H e (H),,mkeNM PCA, HHCPCX—-{a,: 
n>m}. Mi > max(m,k). HA gjej) CX —-P CX — (x), FIR. 故 g 也 满 
KERR (2). 
充分 性 . Wo Æ X B] Ut R. 对 neN, 令 
Pa ={X —g(n, A): AC X). 
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由 (1) 2, 是 闭 包 保持 的 闭 集 族 , AM x 6€ XA C(2),,x) e Ay. WX W 
点 Z 及 序列 {an}, Æ an € C(Pn,z), We € g(n,tn), 于 是 {tn} HRA. € 
H = {nen Zn r): 2 E X} 由 收敛 引 理 , UN Zn EX WRF 2€ 的 闭 拟 
(modk) 网 . We X 是 X5 空间 . 

问题 3.2.4 具有 下 述 性 质 的 空间 X 是 否 是 2# 空间 ? X 有 闭 包 保持 的 闭 覆 
mY (7,) 满足 : WX 的 点 xz 及 序列 {an}, E En € C(F,, 2), 则 {zn} ARA. 

命题 3.2.5 X 具有 HRW (modk) 网 当 且 仅 当 存在 X 的 由 可 数 紧 闭 集 组 
成 的 覆盖 7 和 9 函数 , 满足 : XJ H € WRX WHS {en}, A ANG(n, £n) £ 9, 
WW {xz} ARATE AP. 

WEBB 必要 性 . i Unen Pn EX WRF H B o 垫 状 拟 (modk) 网 , 其 中 
Py, 是 垫 状 族 . FEL X 的 g Bg: Nx X 37 UF: 

g(n, x) = X —U{P, : (Pi, P2) € Zi S nx d Po}. 

He WRX WH {rr}, 4 Hn g(n,z,) 49 B (z,) YE H PERS, Wü) 
存在 me N, EHN {an:n >m} =Ø. HAAR, Hk EN, $ Fe = fx, n> k}. 
则 {HA Fi) 是 五 的 非 空 递 碱 的 闭 集 列 , 所 以 存在 he penl HN Fe), WA h 是 
{zx} Æ H ØRA, 矛盾 . 从 而 存在 m CN, fH HOC X —{2, :nmj, 于 是 存在 
i € N F (Pi, Po) € Fi, 使 HCP C Pa C X {enin >m}. Mj 2 max{m, i}. 
那么 g(j,zj;) CX-PCX-H, FH. 

充分 性 . Xn eN, E 

P(n,U) = X —g(n,X —U), U E T; 
,= {PN U) U): U Er}. 

WW A, 是 X WIS NK. AA WH CU Er, WRB P(n, U) 5 H, 则 存在 
X —U 的 序列 {£n}, HO gln, £n) Z Ø, FÆ {cn} ARAL H —U 中 , FE. 
因此 X 具有 o 热 状 拟 (modk) 网 . 

由 此 , 具有 o 垫 状 拟 (modk) 网 的 空间 是 8 空间 . 

定理 3.2.6059] 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 强 Dt 空间 ; 

(2) X 是 次 亚 紧 的 Dt 空间 ; 

(3) X 是 等 紧 的 Dd! 空间 . 

证 明 利用 Junnila 关于 次 亚 紧 性 的 刻画 : ESB A o 闭 包 保持 的 
闭 加 细 ( 见 附录 A 定理 4.8), 强 Ot 空间 是 次 亚 紧 空间 . 其 余 事实 是 显然 的 . 

问题 3.2.7 具有 o ZA (modk) 网 的 空间 是 否 是 次 亚 紧 空间 ? 

该 问题 与 下 述 Junnila-Katuta 问题 159. 199] 相关 : EAA BRAA o 热 
状 加 细 的 空间 是 否 是 次 亚 紧 空间 ? # Junnila-Katuta 问题 的 回答 是 肯定 的 , 则 问 
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题 3.2.7 的 回答 也 是 肯定 的 . 

对 强 x* 空间 , 有 与 定理 3.2.6 相 平行 的 结论 

引 理 3.2.8l63 如果 空间 X 的 开 集 族 Y 覆盖 Ke 2C (X), 则 存在 O € 7, 使 
K cO H. Yo 在 0 中 有 有 限 的 闭 加 细 . 

证 明 存在 多 的 有 限 集 (Ue. Bi K. Xr € K, 存在 i(x) « n, 使 
£ € Uia. WF, = K—-Uia). FETE Va, We € 7, fc € Va, Fe CW, 且 VNW,= Ø. 
4 G, = W,U a). BAK C G, € v. RK RARR {rhm EK C Uem Vas. 
置 


j&m 


O =(() Ga NA (U van (T), 


j&m j&m i<n 
WK cCOET. X j <m, BP = do(V,, nO). BAP, 是 O HAR, 
O = Ujem Pi, E Pj — Uis; C (Gs; — Uqsj) N elx(Vo;) C We; N clx (Va) = Ø, 
因而 P; C Uis. 于 是 (Pj) an 是 WMo TE O 中 的 闭 加 细 . 

定理 3.2.9000] ”下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 强 X* 空间 ; 

(2) X 是 次 仿 紧 的 D 空间 ; 

(3) X 是 等 紧 的 * 空间 . 

证 明 只 须 证 强 2* 空间 是 次 仿 紧 空间 . 设 EX WKF 6 的 oc-HCP 闭 
(modk) 网 . MY Æ X WIE, 对 x CX, WE Ke E (Ha. 由 引 理 3.2.8, F 
fE O, € T, ÎE Ko CO, A Yo, TE O, 中 有 有 限 的 闭 加 细 . 多 ,, 从 而 存在 已 e 2P, 
WE K, C P, C Or ibZ-—(PnF:zeX,Fe.£,). Wl. BY Ho 闭 包 
保持 加 细 . Mee X Mr e F,, WR z EX -(P,NF), E 


| Ac ZEA c 
EE c zeP.—nh, 


AA zeL,erHLnPBnF-go,TRP.nFJjÉX HAR. PUY Ao Al 
包 保 持 的 闭 加 细 , HX 是 次 仿 紧 空 间 . 

下 述 定理 实现 了 本 章 开头 陈述 的 愿望 . 

定理 3.2.1063 19] 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 离散 的 闭 (modk) W; 

(2) X Æ E FM; 

(3) X J&/X i ERI YE 空间 ; 

(4) X SERN D 空间 . 
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证 明 由 定理 3.2.9, 只 须 证 (2) > (1). tE Unen Pn Æ X WHT A Wo 局 
部 有 限 的 闭 (modk) 网 , 其 中 22, 是 局 部 有 限 的 . 对 ne N, AA X 是 次 仿 紧 空 
间 , 存在 XX No 离散 的 闭 履 盖 Fn, 使 多 , 的 每 一 元 仅 交 Pn 的 有 限 个 元 , 那么 
P,NF, eo 离散 且 闭 的 . E P = {NF : € (Unen M^). WP 
是 XX No 离散 闭 集 族 且 关 于 有 限 交 封闭 . 对 zeK € 6,3; K CU e v, WE 
F7EnEN PCA, MF EF, Here KF AK CPCU,FREPONFECAE 
re POF CU, Am A Æ X 的 几乎 (modk) W. 由 引 理 1.5.13, Z Æ X No BS 
散 的 闭 (modk) 网 . 

问题 3.2.1107] Y "mpi Ho 离散 的 闭 拟 (modk) 网 ? 

本 节 第 二 部 分 , 讨论 2 空间 类 之 间 的 关系 . 

推论 2.11.8 建立 了 具有 可 数 (modk) 网 空间 与 可 分 度量 空间 的 道 紧 首 象 的 
关系 . 下 面 将 进一步 探讨 它 的 等 价 条 件 . 首先 注意 到 , 对 引 理 1.5.13, 若 将 其 几乎 
(modk) 网 换 成 所 谓 的 几乎 拟 (modk) 网 , 那么 可 得 到 X 的 由 可 数 紧 集 组 成 的 闭 
Jiu A, 满足 相应 条 件 , 即 有 下 述 引 理 . 

引 理 3.2.12 WP 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 闭 集 族 . BP 是 
X 的 几乎 拟 (modk) W, 则 存在 X (gn Em pns us 7, 满足 

(1) P 是 关于 H 的 拟 (modk) 网 ; 

(2) 车 ze Pe 2, MAR HEH, Bre HCP. 

5132 3.2.132?!]. Y P EN, 紧 空 间 X 的 弱 遗 传 闭 包 保持 集 族 . 置 

E = {x € X:|(P)z| > Xo}. 


那么 

(1) (P- E: P e 2) 是 可 数 族 ; 

(2) E Æ X 的 可 数 闭 离散 子 空 间 ， 

证 明 (1) #{P-—E: Pe P} AYR, WHE FP WHAM {Prhacu, 和 
X WHR {ra :a <u}, IE ra E Pa- E. AP 的 弱 遗 传 闭 包 保持 性 及 X 的 Ni 
紧 性 , 不 妨 设 存在 x € X — E, 使 每 一 za = v, 3X5 E 的 定义 相 矛 盾 . 

(2) 对 ZFcCEB 且 |Z|<Ni, 记 2Z= {zxa:aeA}. 由 万 的 定义 及 良 序 定理 ,应 
用 超 限 归纳 法 , 可 选取 P 的 子 集 {Ps}aen, 使 Pa 互 不 相同 且 za € Pa, FÆ Z 是 
X 的 可 数 闭 离散 子 空间 . Ag E EX 的 可 数 闭 离散 子 空间 . 

定理 3.2.14 X RATAM (modk) 网 当 且 仅 当 X 是 Ni BW D* 空间. 

证 明 必要 性 DBS, 设 EX 的 关于 .的 可 数 闭 拟 (modk) W. 若 X 
存在 不 可 数 的 闭 离 散 子 空间 Z, 不 妨 记 2 = {raa < wi}. 对 a < w, W 
C, € H, f& x, € Ca. SEA [Zn C.| < No. 于 是 存在 Bla) < w, P, € FY, 使 
Ca C Py C X — (zg:B(o) « 8 «wi). EHE {Pataco 为 {Pijwen. X n € N, F 
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TE Bn < wi, IE P, C X — (zg: B, < B « wi). Ry < wi, f y > sup(B, : n EN}. 
那么 T. € Dd ens CX dh 矛盾 . WX 是 Ni 紧 空间 . 
充分 性 . Ben Zn ÆN 紧 空 间 X 的 关于 2€ 的 闭 拟 (modk) 网 , 其 中 PA, 

是 HCP. 对 neN, 置 

En = {x E€ X : |(Pn)e| > Xo}, 

Ba = {P — En : P E€ Pa} U {r}: £ € En}. 
由 引 理 3.2.13, | 多 ,| < No. > 

F -(ng:4e€( 25). 
ncN 

那么 | 多 | 和 No 并 且 多 是 关于 有 限 交 封闭 的 闭 集 族 . WreCe HR 
CCUerT, 存 在 neEN 和 Pe 使 0cPcU. 定义 


F= {z}; z E En, 
P—E,, TEN = En 


MBArFEF AxcekFcCuU. RF LX WILFW (modk) W. H51% 3.2.12, F 
是 X 的 闭 拟 (modk) 网 . 

推论 3.2.1524 ”下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 可 数 闭 (modk) W; 

(2) X Æ Lindelöf 的 空间 ; 

(3) X 是 Ni go D 空间 . 

证 明 (1) (2). & X HATA (modk) 网 P. WX WI Y, id 

(Pe P: FEV e 47", AEP C UY) = {Pr}nen- 

XI n € N, MEY, e UV, HEP, CUM. MA Unen Un EY 的 可 数 子 覆盖 . 故 
X Æ Lindelöf 空间 . 

(2) > (3) 是 显然 的 . 由 定理 3.2.14 和 3.2.6 知 (3) > (1). 

在 正则 空间 中 , 第 一 可 数 空间 等 价 于 具有 点 Gs 性 质 的 g 空间 . 在 讨论 怎样 的 
X* 空间 是 习 空间 时 , 下 面 将 证 明 q 空间 或 具有 点 Gs 性 质 的 强 XS 空间 是 YD 空间 . 

引 理 3.2.1629! 设 夕 是 gq 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 的 闭 集 族 . 置 

D(P) = {x € X : (P)e| 2 No), 
4(9)-—i(P-D(2):Pe42Yult(x):xeD(2)). 

则 AP) 是 X 的 局 部 有 限 集 族 . 

证 明 设 g 是 X 的 g 函数. KUED FY) 是 X 的 闭 离散 子 空间 . 否则 , 存在 
ACD(Z) 和 xe A— A. 选取 4 中 非 平凡 的 序列 {rn}, 使 zw € g(n,x). 再 选 
RP 中 由 不 同 元 组 成 的 子 集 {P,jnen, fi x, € Pr. M (x, :n e Ny 是 X 的 闭 
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离散 集 , 矛盾 . Ab AP) 是 X 的 局 部 有 限 集 族 , 只 须 证 {P - D(Y): Pe P} 
是 XX WARRE EDA, 则 存在 y eX MP 的 可 数 集 {Pjnen, fyc 
Fe Pn — DCZ), 从 而 ye Anen Pa — (y); 于 是 可 选取 X 中 非 平凡 的 序列 {yn}, 
f& y, € g(n,y) Q (P, — {y}), PIS. M EC) 是 X 的 局 部 有 限 集 族 . 

命题 3.2.17 X Bj q Bla X: 空间 . 

证 明 i Unen An Æq TE X KF 2€ 的 闭 拟 (modk) 网 , HY, 是 
ACP. 采用 引 理 3.2.16 的 记号 , Ucn B(Pn) Æ X f o 局 部 有 限 闭 集 族 . 置 

多 = {NH : BE (nen #(Pn))"}- 
那么 多 是 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 o 局 部 有 限 闭 集 族 . 由 定理 3.2.14 中 充分 性 的 
证 明 方 法 , F 是 X 的 几乎 拟 (modk) 网 . 再 由 引 理 3.2.12, 多 是 X 的 闭 拟 (modk) 
网 . MOX dé X "RH. 

引 理 3.2.18) 具有 点 Gs 性 质 的 次 亚 紧 空间 的 闭 离散 集 是 Gs f. 

WEBB 设 户 是 具有 点 Gs 性 质 的 次 亚 紧 空间 X WARRE. 对 x c F, 存 
TE X 的 递减 的 开 集 列 {W TE Open Ven = (x) H FNA Vaen = {x}. XE n EN, 
4 Un —(W:zeFyu(X-F) WY, € X WIP. 存在 X WIP n PU 
{kam} WE: BI = MN (Nus T5), {Gam} 是 加 ,的 9 开 加 细 序 列 . 对 
n,m € N, $ Onm = U(Yam)r. WEF C Onm ET. 

Beef Los Onm W Frm = {U E€ Vam ire Uv X-F}. H Yam 的 构造 ， 
存在 有 限 集 列 {Fram} 满足 : Farima 部 分 加 细 Frm, ^ err H nk < regi. 
由 König 引 理 , 存在 递减 的 集 列 (Ux), 使 Uk € Farm My eUnF. W 
Ur N F = {y} E Ur C Va 从 而 ZE 站 RE 站 = dy] C F i, 
Faf sep: 

51 3.2.1990] 3 P 是 空间 XX 的 闭 包 保 持 的 闭 覆 盖 . 令 FF= {re€EX: 
O(P, x)| < Ro). AX 的 闭 离散 集 是 Gs R, WWF BX Wo 闭 离 散 集 . 

证 明 X n eN, $ F, = {xr € X: |CP, x)| <n}. RHE PF, Bo 闭 离散 
集 . 

(19.1) E, 是 X 的 闭 集 , F 是 X 的 离散 集 . 

*X|byeX,ibU,-X-U(Pe Z:yg P). S Ay eU, cr BE zeU, Nj 
C(P,y) COP, £). FÆWR ye X — E, W U, O Fn — Ø, Am E, 是 闭 集 . 由 
TU,nH Cc {fy}, MA F 还 是 X 的 离散 集 . 

(19.2) Fayı — E, Æ X 的 离散 集 . 

Bx € Fai — Fn. Æ y € (Fapa — Fh) - O(P, £), W C(Z,z) Z C(F,y), Pr 
以 存在 P, € 多 ,使 ye P, CX —{x}. EMV, = X —ULP,: y € (Fai — Fn) — 
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C(F,2)}. W r EV, €r H V; A (Fayı — Fa) C O(P, x). i F,,1— E, Æ X W 
离散 集 . 

(19.3) Fn 是 o 闭 离散 集 . 

AA FEX 的 闭 离散 集 , 所 以 F EX 的 Gs E, 于 是 存在 X 的 闭 集 列 
{Hm}, EF; — Fi = Unen Hs. BT Hm O (Fo - Fi) = Hn N BX 的 闭 离散 
集 , Mi Fo — FL Æ X Wo WARE. 因此 EX Wo 闭 离散 集 . 

对 m € N, Ha n F; Æ X WG; 集 , 所 以 存在 X 的 闭 集 列 (Hoa), 使 
Fs — (Hm N F2) = a Hag. 由 于 Ans, N (F; — Fo) = Ane O F; Æ X 的 闭 离散 
4E, 从 而 F5 — Fo = Um ren Ho 是 X Wo 闭 离散 集 . AE F 是 X Wo 闭 离散 
4. 

通过 归纳 法 , 可 证 明 FE, 是 o 闭 离散 集 . 

引 理 3.2.2053] x PD 是 空间 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . XI n € N, E 

Pa = {PAP byt P E ,i<n}. 
则 A, 是 X 的 遗传 闭 包 保持 集 族 . 
证 明 显然 , n = 1 时 结论 成 立 . WO n = k 时 结论 成 立 , XH n= ktl, dd 
P ={Pa:a EA}, Pk ={Q: LEL}. 
那么 Pn = PN Pr 对 Hag C Pa NQ E Pn A 
U{Has : (œ, b) € A x T) = U{U{Hag : BET}: a € A) 
= U(H,s : (a, 8) €A xT}. 
故 Pn % X WK HCP Rik. 

引 理 3.2.2109]. WX 是 2 空间. AX HARARE, K, WX EX 
间 . 

WEBB KR P= Uen Zn 是 X BT. H 的 闭 拟 (modk) 网 , 其 中 Pp 是 
HCP RAH FY, C Any. 由 命题 3.2.2 必要 性 的 证 明 , 有 

(21.1) Zi X 的 点 z 及 序列 {£n} Ax, € C(2,,x), W (z,) ARA. 

对 neN, 令 

D, = {x EX:|(D,)s| 2 No), D = Unen Du; 
Gn = {x € X :|C(25,,z)| < No}, G = Unen Cn; 
C(x) = nen C (Fn T), x E X. 

(21.2) G Æ X Wo ABBE D, CG. 

由 引 理 3.2.19, G 是 o WARE. d; x € D, — G, 则 (22,), 是 无 限 的 , 且 对 
M zzn,C(Z,4,2z) 是 无 限 的 . 从 而 可 归纳 地 选取 zw € C(Pm, £) — {rini < 
m} M Pm E (Pn) — {P:n <i < m}. Wíz;i:izn)Jé X HABRE, 与 
(21.1) 相 了 矛盾 . WD, CG. 
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(21.3) Dn Æ X 的 G; Æ. 
Mae X, FEX 的 递减 的 开 集 列 {g(n,z)}, 使 门 ,ng9(n,7z) = {x}. 对 
n,m,i,j EN, 置 
Sum ll dues, P, : Py E Pask S MY, 
rmij = (Q — Uaconn, 994) : Q € Za). 
W .2,,, 和 Ramis 都 是 X 的 HCP 闭 集 族 . 对 ie N, 有 
Dic f) X-u(Re Z4: ROD; = 2p CG. 
n,m,j€N 
FKE, dx reX-G. AF Y, ED, 的 每 一 点 都 不 是 点 有 限 的 , 所 以 D, 的 
每 一 可 数 集 是 X 的 闭 离散 集 , 于 是 存在 n € N, 使 C( 到,z)nDi; 是 有 限 集 . HX 
m EN, E |(.2,),|] = m. 8A C(Z,,z) € 2,4. S F—C(Z,,z)nD, W 
存在 7 € N, 使 x g LJ eng, d), 因而 x € C( Pn, x) = en os d) € A oni 且 
(C(Z.,2) — User 90, d)) n D; = ©. 
FH (21.2), 存在 X HARI {4 使 G — D; = pen Ar 因此 


Pi= (| X-u(Re Zu: ROD; = epn(( | (X - A)) 
n,m,j€N EN 
Æ X 的 Gs f. 

(21.4) X Æ X: 空间 . 

WD = Usen Di 其 中 DL BX 的 闭 离散 集 , Dt C Dri, Bid D, = 
Nmen Onm, 其 中 Onm dé X 的 开 集 . € Pam = {P = Onm :Pe Pa} U CY. W 
Prom EMRA RIS. 事实 上 , X rc X, tx eE X- Onm C X —Dn, WJ 
Pom YE x 是 局 部 有 限 的 . 

4 d, = (x) : € DV} U (X). WY, 是 局 部 有 限 闭 覆盖 . 再 令 

P = |] Panu l A) = Fn, 


n,mcN ncN ncN 
其 中 F, 是 局 部 有 限 闭 覆盖 . 

WX 的 点 z 及 序列 {xi} 满足 Di E€ C(F,, 2). 4 xe D, WHEN EN, 使 
C(G,,x) = {x}, 于 是 (zi) KAF r. Hc EX 一 D, 那么 x 4 [Jen Ds 所 以 对 
n € N, FE m, EN, fii x d Onm,, ATM C(Aam,,v) C C(An, x). 由 (21.1), (zi) 
ARA. 再 由 命题 3.2.2, X 是 空间 . 

由 定理 3.2.10, 引 理 3.2.18 和 3.2.21, 有 

EH 3.2.2231] 具有 点 Gs 性 质 的 强 2* 空间 是 强 允 空间 . 

问题 3.2.23B2 perfect 的 X 空间 是 否 是 空间 ? 
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定义 3.2.2486 空间 (X,7) 的 邻 域 指派 是 函数 $6: X 一 7, WETE 
d(x) (Vx e X). X MAD 空间 , 如 果 对 X 的 每 一 邻 域 指派 o, FEX 的 闭 
离散 集 D, 使 {0(q) : de D) 覆盖 X. 

van Douwen 和 Pfeffer?" 提出 了 D 空间 的 一 些 有 趣 问 题 , 其 中 正则 的 Lin- 
delóf 空间 是 否 是 DD 空间 仍 是 尚未 解决 的 问题 . 已 发 现 不 少 的 广义 度量 空间 是 D 空 
间 (291, 

定理 3.2.2500) 具有 o SR (modk) 网 的 空间 是 DD 空间 . 

证 明 Unen Pn 是 空间 X WRF H HU o BAK (modk) W, HF, 是 
良 序 的 热 状 族 且 FD, C Puri ik bd EX 的 任意 邻 域 指派 . 首先 , 对 ne N, 归纳 
定义 Dn C X WF. 

A Du = Ø. 设 对 所 有 0 < m< n, 已 定义 了 D, CX. 

为 了 定义 Dy, 再 对 序数 a 归纳 定义 有 限 集 D" C X 如 下 . 

置 D} = 9. 设 对 所 有 0 入 6 < oa, 已 定义 了 D}. 让 

U =U{9(d) : d € (U(D5 : B < aj) U Dn-1}- 
id RO 为 断言 : 存在 K€ #,(Pi, Po) € Pn M (v) CK —U, f& 
K c P, CP, CUU G(4) U---U g(x). 

如 果 R 不 成 立 , 关于 o 的 归纳 完成 . 否则 , 让 (Pi, Po) EF, PLA R? 
的 第 一 个 元 , 且 置 D? = {zi Ee} thy, BE R 不 成 立 的 第 一 个 序数 a. E 
X Dr (Ls D) UD as: 

其 次 , 令 D=Unen Ds 下 面 证 明 关 于 集 D, X 是 DD 空间 . 

(25.1) X = (yp (d). 

否则 , FEK € X, EK —U),po(d) z e. €L = K -Urp od. WL 
Æ X WARS RR. AA o Æ X 的 邻 域 指派 , 存在 工 的 有 限 集 {r1 teh 使 
L C ó(zxi) U---Uó(zy). id M = K —(ó(zi) U---Uo(z)). MJMCK-LC 
Uaepo(d). EM 的 紧 性 , 存在 j € N, EM C Uren, td), PÆ K C ó(mi)U 
sU ó(zx) U (Usep, ó(d)). HA P J& X RFA 的 (modk) W, FE m € N 
和 (Pi, Po) € Pm, 使 

K C Pi CP Cpm)Ususos) ut U o(d)). 


dc D; 


E n = max{j +1,m},U = U{d(d): d € D, 4). W Usen, (4) C U, (Pi, P) € 
Da B(z-zbecK-U. 于 是 断言 RP 成 立 , 所 以 D? = {2,,---,2,}, A 
K C Pi C Po C Un tld), FE. 

(25.2) D, 是 X 的 闲 离散 集 . 
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Do Æ X FUSE 假设 D,_1 是 X 的 闭 离散 集 . 为 了 证 明 D, 是 X 的 闭 
离散 集 , HARE UJ, Da 是 闭 离散 的 . 对 a <n, 让 (Pru, Pia) 是 Pn 中 满足 断 
"RS 的 第 一 个 元 . 设 x e eUD Ds A Uac, DA C Unca, Pia 所 以 
we LJ Pia culte(d:de(U(D2:o < mh) U Dn-1}- 


a<yn 


MAA D; nUacp, , é(d) = &; FÆ x e UG) : d € Une, Da}. thas Æ Yn 
中 满足 ze U{d(d): de D") 的 最 小 元 a. 置 
V = Ufé(d) :de D},} -U(Pr a < oa}. 

WV 是 xz FRR, H.V n (U Dt) c Dn. 是 有 限 的 . 因而 , U 
离散 的 . 

(25.3) D J& X 的 闭 离 散 集 . 

对 x € X, t (25.1), FE n €N, f£ x € (yep, o(d). HAD, 是 闭 离散 的 ， 
存在 z 的 开 邻 域 W, 使 W cUn, 9d) HW BSS D, 中 的 一 个 点 . 于 是 

wnNDc((() @)nW-D,)) U (WA Dn). 
dEDn 
x ved D, dme nda 3x. 使 ye D”. > 
U —U(é(d) : d € (U(D7' : 8 < a) U Dm-1}- 

W Un, (d) CU, R D? nU =. Fy g Urn, é(d). 因而 , (D— Da) n 
(Up, é(d)) = 9. 这 表明 W FD 中 至 多 一 个 点 . 故 , D 是 闭 离 散 的 . 

本 节 第 三 部 分 , 介绍 空间 类 的 映射 定理 . 下 述 命 题 可 直接 验证 . 

命题 3.2.26 WRI f: X Y. 

(1) E 2 dé X WKF 2€ W (modk) W, W f(22) BY WRF (MY) 的 
(modk) 网 . 

(2) E f 是 闭 映 射 , IFA A 是 X 的 关于 2€ 的 拟 (modk) W, WW f(A) ZY 
的 关于 f( 77) 的 拟 (modk) W. 

由 于 可 数 紧 空间 的 局 部 有 限 集 族 是 有 限 的 , 所 以 逆 可 数 紧 映射 保持 局 部 有 限 
集 族 . 

推论 3.2.27 WIR f: XY. 

(1) 4 f ERAR, 如 果 X AD lA, WY Dd 空间 . 

(2) 若 了 是 闭 映射 , 如果 X AE x^ 空间 GR X 空间 , 24# 空间 , 98 XU 空间 ), 则 
Y dé Y 空间 (GR X* 空间 , X 空间 , 98 24 空间 ). 

ari 3.2.2891 Kf: X Y BAL 映射. 如 果 X sux zu, up Y 是 强 
D 空间 . 

WEBB 因为 X 是 强 允 空间 , 由 定理 3.2.10, X 是 次 仿 紧 空 间 , 所 以 了 是 次 仿 
紧 空 间 ( 见 附录 A 推论 3.4). BU ey Pu Æ X HRF X 的 闭 (modk) 网 , 其 中 


Br 
a<yn a<yn a ÆR] 
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Pa 是 离散 的 . 对 ne N, 存在 X BREH Yn, EY, 中 每 一 元 仅 交 AY, 的 至 多 
一 个 元 . My € Y, FEY, 的 可 数 集 Wy, 使 f(y) C UZz BAA y 的 开 邻 域 
Vas 18 (V4) C Ud E Ma Hey y EY}. MY, Y 的 开 和 覆盖 ,因而 % 
有 离散 的 闭 加 细 Fa BF, = {到 :a EAn}. 那么 对 a € A, FE ya € Y, f 
Fa C Vra 让 

Bn =f (Fa) NU sa E€ An, U € Yayah, 


Ju B, 是 X 的 覆盖 . E Viya = {Uojyjjen. 那么 Bn = Ujen Zn 其 中 Bny = 
{F (Fa) NUa; : a E Mn}. W €, = (Pa ^4,.)-. AAA BX 的 离散 闭 
Rik, 所 以 Pn 的 每 一 元 是 V, 的 某 子 集 之 并 集 . 让 Pa = (Po: 6 Ern} W 
4 €, = jen rj, XP; = {Pa Nf (Fa) ag :a € An, 8 ET a}, 从 而 
(Sg) = {F Penta, tee An, b E Pn} 因为 Du 交 Pn 的 至 多 一 个 
75, JEH..Z, dé X No 离散 闭 集 族 , 所 以 fC) 是 Y No 离散 闭 集 族 . 往 证 
U, sex P (655) 是 Y 的 几乎 (modk) Bl. xt y € Y, féfE € K €X, fË y= f(z). 
WY WISE W 2 f(K), FE p € D, WEK C Pa Cf (W). BAP GE, W 
某 子 集 之 并 集 , 存在 we A, Mj EN, 使 ze Pan f(a) n Us; C Pa C f (W), 
于 是 ye f(Pa N Uaj) N Fa C f(Ps) CW. 由 引 理 1.5.13, LJ, jen FCn) 是 Y 的 
JLF (modk) 网 . dk Y As Y: APTA. 

定理 3.2.2005] Kf: X —Y 是 闭 映 射 . AX BD lA, 则 存在 Y 的 o 
闭 离散 子 空间 Z, 使 对 yeY —Z, f(y) Æ X WN, 紧 子 空间 . 

证 明 KW ey Pn Æ E ZN X 的 关于 2€ 的 闭 拟 (modk) W, 其 中 P, 是 
关于 有 限 交 封闭 的 局 部 有 限 集 族 且 X € Pn c Anyi. Hn EN, 定义 

Zn = U(f(P)n f(Q) : P,Q e Fn H.|f(P)n f(Q)| < Xo}, 
Z = Unen Zn. 
由 引 理 3.2.20, Z Æ Y Wo 闭 离散 子 空间 . Ky CY — Z. 

对 ne N, Fy) MSA, 中 有 限 个 元 相交 .事实 上 , HR v € f^! (y). 
REE {Phicn C Pn, IE P, O fy) AS. Xim >n, S Qn = C(Pm £). 则 
Qm E Pm. 因为 ye F(PhN fm) Z, FÆ f(P.)n f(Qu) 是 无 限 集 . 从 而 存在 
Y 中 非 平 凡 的 序列 Lym}m>n, f ym € f(Pm) O f(Qm). WE pm € Pm f (ya), 
dm € Qm N f lym). 那么 {pm} YE X PERA, 因此 {ym} YE Y PERA, 故 
{dm} TE X PERA, 这 与 命题 3.2.2 相 矛 盾 . 

由 此 , fy) 具有 可 数 闭 拟 (modk) W. 再 由 定理 3.2.14, f-l(y) Æ X W N 
紧 子 空间 . 

利用 推论 3.2.15, 有 下 述 推论 . 
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推论 3.2.3009! i f: xX Y 是 闭 映 射 . 若 X Js X ZB), 则 存在 Y 的 o 
闭 离散 子 空间 Z, fix y e Y — Z, f(y) Æ X ff Lindelöf 子 空间 . 

形 如 定理 3.2.29 或 推论 3.2.30, 把 具有 某 种 广义 度量 性 质 的 空间 之 闭 映 象 分 解 
Ao 闭 离散 子 空间 与 每 一 点 的 纤维 具有 更 好 性 质子 空间 之 并 . 这 类 型 定理 的 研究 
起 始 于 Lasnev?!), 后 来 得 到 Arhangel'skii??, Chaberi5?, Yajima 和 Tanakal383l 
等 的 进一步 发 展 , 将 其 称 为 闭 映射 的 分 解 定理 或 值 域 分 解 定理 . 

定义 3.2.31 Wt B, 是 两 拓扑 性 质 . MEMO 满足 三 型 分 解 定理 , 若 对 具 
有 性 质 的 空间 X 及 闭 映射 f : X SY, 存在 Y jo 闭 离散 子 空间 Z, 使 对 
yeY—Z, f(y) € X 的 具有 性 质 写 的 子 空间 . 

因而 , 推论 3.2.30 BY IR A sh X) 性 质 满足 Lindelöf 型 分 解 定 理 . 易 验 证 : 设 
亚 , 三 是 两 拓扑 性 质 , EPA RES. 若 D 满足 三 型 分 解 定理 , 则 B 的 闭 
映 象 也 满足 E 型 分 解 定理 . 

问题 3.2.32 (1) 强 X* 空间 是 否 满足 Lindelöf 型 分 解 定理 (5921? 

(2) perfect 的 强 X 空间 是 否 满足 紧 型 分 解 定理 84? 

命题 1.5.10 证 明了 强 忆 性质 是 可 数 可 积 性 . 用 同样 的 方法 易 知 , 强 Bt 性 质 也 
是 可 数 可 积 性 040. 作为 映射 定理 的 应 用 , 下 面 的 定理 将 说 明 强 X^ 性 质 甚至 不 是 
有 限 可 积 性 ( 见 例 3.2.36(3)). 

定理 3.2.3324 对 仿 紧 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X Æ HJ; 

(2) X x I # X: 空间 ; 

(3) X xI 是 空间 . 

证 明 只 须 证 (3) > (1). B m : X xI 9 X REXÉCEGBUSM, MA X x LIED 
空间 , de X x1 eGR X^ 空间 . WE UJ, as An EX XI 的 关于 .入 的 闭 (modk) 网 , 其 中 
Pn Æ X x HCP 集 族 且 Pn C Anyi. 首先 , XT n € N, 归纳 地 构造 X 的 开 
集 族 {V(a1,-++, Qn): a; € Aui & n) ADT ARIK (I(01,:-:,0,) :0; € Aji <n}, 
满足 

(33.1) (V(o5,--:,04) : o; € Aui & n] Æ X HARARE K. 

(33.2) V(o1,---, 0541) C V(o1,:-:, Qn), l(01,:*:, 0541) C I(01,*-:, 04). 

(33.3) 2$ V(o4,---,04) Æ Ø, W I(o4,---, o4) 是 I 中 非 平 凡 的 闭 区 间 . 

(33.4) V (a1, ---,04,) x Iai, an) 仅 与 PY, 的 有 限 个 元 相交 . 

令 V(g) = X, (Ø) =1 假设 对 mn <k, 已 构造 满足 上 述 条 件 的 集 族 . 考虑 
n=k+1, X} i< k, Æ ai € Aj, ÎE V (ai, ap) Z 9. XE x € V(oi,---,ox), Bl 
5|38 2.5.4, FE X x I WARE Kr, 使 Pky TE (m) xI(ai,…,Qx) 一 Kj 中 是 局 
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部 有 限 的 , 于 是 有 Iaa,…,ax) 中 非 平凡 的 闭 子 区 间 L, 使 {2} x L) n Ks = 2. 
取 z YE V (oa, ox) 中 的 开 邻 域 0, 满足 
Us x lẹ C X x I- U{P E€ Dri: PN ({£} XT) =e}. 
从 而 , EE Von a) 的 局 部 有 限 开 覆 盖 {V, : Y € Plan, a)} 加 细 
(U, : £ € V(os,---,ox)). 让 op 是 从 Ta ap) 81 V(oj,---,ox) 的 函数 , 使 当 
7ET(a on) 时 , V, C Us. E 
Agi = U 人 E(aa ak) :Qi € Ad S k,V(o,:--,o0&) Z 9) 


V(o1,**:, 0x41) 1 Vangis V(oi,:--,oQ)z Ø H 
Vor: 7,0891) = Orsi € (03,0), 
gm 其 它 ; 


, 


Iplar) V(01,::, 0&1) É Ø, 

Mapan | ©, V(01,:::,0&41) = Ø, 
WA (V (a1, e, akpi) :Qi € A5? € k-1), {I(Qi, Qk) : 06; € Au d € k+1} 
满足 所 要 求 的 全 部 条 件 . 

定义 

Z= ( |(utV(oi, en) x Iai, Qn) : oi; € Ai < n]). 
n€N 

BA Z 是 X x 的 闭 集 , JER U Puz 是 2 的 关于 Kz 的 v 局 部 有 限 闭 
(modk) Mj. 从 而 Z Æ E EN. WA f= maiz. XE x € X, FE (an) € [Lies Ans 
fi x € V(o1,:-:,04). 取 y E Nne Iar an) BA (x,y) e Z H f(a,y) =2, 
所 以 f:z X BURR. WX 是 强 忆 空间 . 

问题 3.2.34 (1) AX x I Æ X. 空间 , 那么 X 是 否 是 强 空间 ? 

(2) X 空间 性 质 是 否 是 有 限 可 积 性 ? 

本 节 的 最 后 通过 一 些 例 说 明光 空间 类 的 不 缠 涵 关系 及 映射 性 质 . 先 证 明 一 个 
引 理 . 

引 理 3.2.35. 4D TEX 的 所 有 可 数 紧 的 闭 集 是 有 限 集 , WU] X 是 o 闭 离 散 
空间 . 

证 明 WW PRX 的 关于 .6 的 o 局 部 有 限 闭 拟 (modk) W. 不 妨 设 P 关于 
有 限 交 封闭 . dd 2€ = {Hahaca. 对 a € A, Hid (P € A: Ha C P) = {Phien, 
Gan = Mien Pair EN. BERE k EN, HE [Gan] < No. 否则 , EE X 的 序列 {2n}, 
使 £i E Gal, n41 © Can+i 一 iz :i [S n}. 由 于 {Gan}neN 是 Ha 在 X 中 递减 的 
网 , 于 是 Ha U {rn :n EN} dé X 的 可 数 紧 的 闭 集 , 矛盾 . 这 说 明 存 在 k(o) EN, 
f£ IGaxqa)| < No, 并 且 Garay € P. MIT X = Uca Gak(o) 是 o 闭 离 散 空 间 . 
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13.2.36 E 空间 类 . 

(1) 98 X5 为 次 仿 紧 , 如 例 1.8.10 中 的 空间 X. 

(2) 正则 , Lindelöf, X* + X*, 如 Fortissimo 空间 X, ( 例 2.5.19). X, 是 正则 ， 
Lindelöf 空间 . {{p, £} : 2 € X, —{p}} 是 X, BIBIT B m, 所 以 X, 是 24 F 
间 . 由 推论 3.2.15 和 引 理 3.2.35, X, 不 是 X* 空间 . 

(3) WZ, 2* æ D, 如 例 2.11.9 中 的 空间 X. 由 推论 3.2.27, X 是 X 空间 ; 又 
由 定理 3.2.33, X x I PÆ Y 空间 . 所 以 强 E 性 质 不 是 有 限 可 积 性 . 

(4) RUS 点 Gs 性 质 , 如 wi 十 1 具有 序 拓扑 . 

(5) 具有 可 数 拟 (modk) 网 的 正则 空间 ze Y 空间 9721, 

we X = [0, w] x R — {w1} x P. WX 是 正则 空间 . Mr e R, xg X. X 的 可 
数 紧 的 闭 集 1 如 下 : 4 r € Q, l, = [0,01] x (rh Ær eP, l= [0,01 x {r}. & 
多 是 及 中 以 有 理 数 为 端点 的 开 区 间 全 体 . 置 

€ — (l.:reRp) 
P={l:reQu{[0.u.)x B : Be B}. 
U P eX WRF © 的 可 数 拟 (modk) 网 . 

WF UX 的 关于 .6 的 o 局 部 有 限 闭 拟 (modk) W. 断言 X r e P, 存在 
He #, fim (l0 H) 是 [0,wi) 的 不 可 数 集 . 事实 上 ,7 MSF 中 可 数 个 元 相交 ， 
所 以 {Fe iml n F) 是 [0,wi) 的 非 空 可 数 集 } 也 是 可 数 的 , 从 而 存在 a < oi 
iWuE:XPFe.7H[o,w))nm(l.nF) z e, Wl (LoF) 是 不 可 数 的 . MA e af, 
使 (a,7) € H. WR mi (L0 H) 是 可 数 的 , 存在 6 < w, fii sup(m (ln H)) < B. 令 
U-X-((mr):y28) WH CU er, HERFE FCF, HHCKCU,F 
盾 . 


由 此 , 对 ~ € P, 存在 H, € H, fi m (L0 H,) 是 [0,wi) 的 不 可 数 集 , 从 而 存 
TE B, € (多),, 使 HN({w1} x cla(B,)) = 2. E F = Uen Fn HP Fn 是 局 部 
有 限 的 . FE n, EN M F, € Fa IEH, CF. CX — {w} x B,). 

H Baire 范畴 定理 , 存在 m € N, Bo e BA Bon P 的 序列 {ri}, 4E {ri} 收敛 
于 某 一 g € QNcle(Bo), H&—— n,, =m, B,, = Bo. Ni cN, HF (vg) £ Fn, 
存在 a < w Mq € U erR), fF, n ((a,wi] x U) = e. 由 于 闭 不 可 数 集 
mi(l, H,) C m(l, FE), 所 以 只 要 rr e Ur P, MA FN ((a,uw1] x U) 4B, A 
mF. A FEQ. 因此 , 存在 (rj) 的 子 列 , OOM Fu; 是 互 不 相同 的 , RSF, 在 
(wi,q) 的 局 部 有 限 性 相 矛 盾 . 故 X ANE X 空间. 

例 3.2.37 X: 空间 类 与 映射 . 

(1) 闭 映射 不 保持 习 性质, 强 性 质 , 如 例 2.11.9. 
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(2) 9 X: 性质 不 满足 紧 型 分 解 定理 BI 存在 正则 , o 紧 空间 X 以 及 闭 映射 
f :XX 一 了 使 的 每 一 纤维 不 是 XX 的 紧 集 . 

WX -—IxI XX 赋予 如 下 拓扑 : X s cI, {s} x (0,1] FAX 的 开 子 空间 具 
有 欧 氏 拓扑 ; (s,0)e X 的 邻 域 基 元 形 如 Vx 了 I 一 ((s) x (0,1), 其 中 V 是 s 在 
I 的 欧 氏 邻 域 . 显然 , X 是 正则 空间 . 对 ne N,I x ({0}U [1/n,1]) 是 X 的 紧 集 
FEX Bo Bel. ikfam:X 一 I， 由 命题 2.1.7, f 是 闭 映射 对 s c I 
f (sis x I PÆ X WER. 

(3) 38 X? 性 质 不 满足 Lindelaf 型 分 解 定 理 59: 存在 具有 由 紧 集 组 成 的 闭 包 保 
持 覆 盖 的 仿 紧 空间 X 以 及 闭 映射 f 2X 一 世 使 六 的 每 一 纤维 不 是 X 的 Lindelaf 
集 . 

取 X =IxI X 赋予 如 下 拓扑 :TIx(0,1] 的 点 是 X 的 孤立 点 ; X s eI, 
(s,0) e X 的 邻 域 基 元 形 如 V x I- ({s} x (0,1), HEV 是 s EI mA E Ax 
显然 , X 是 仿 紧 空间 . 对 te (0,1), $ Ki =I x {0,t}. MAK, EX 的 紧 集 , 并 
是 {Ki :te (0,1) 是 X 的 闭 包 保持 覆盖 . 令 太 = :XX 一 I 则 了 是 闭 映 射 . 对 
s ET f-'(s) 不 是 X H Lindelöf 子 空间 . 

X 是 第 一 可 数 的 强 2# 空间 , 因而 命题 3.2.17 和 定理 3.2.22 中 的 2* 空间 不 可 
减弱 为 Dt 空间 . 


3.3 c 空间, 半 层 空间 


c 空间 和 半 层 空间 都 是 度量 空间 最 成 功 的 推广 , 这 主要 表现 在 它们 所 具有 的 
优美 性 质 . 半 层 空间 可 特征 为 具有 执 状 网 的 空间 . 本 节 将 证 明 o 空间 与 具有 
离散 网 或 具有 o 闭 包 保持 网 的 正则 空间 相互 等 价 . 这 些 典 雅 的 结果 构成 了 一 般 拓 
扑 学 的 精华 . 本 节 研 究 这 些 空间 类 的 刻画 及 映射 性 质 , 特别 介绍 了 与 o 空间 密切 
相关 的 (G) 覆盖 性 质 . 

首先 , 介绍 o 空间 的 重要 刻画 . 

定理 3.3.1 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X RA o 离散 闭 网 ; 

(2) X RF o 局 部 有 限 闭 网 ; 

(3) X 具有 o 闭 包 保 持 闭 网 ; 
(4) X FE o 函数 , 即 存在 X 的 9 函数 满足 : 

对 的 点 xz,y 及 neN, 若 x Egan, y), WA g(n,x) C g(n,y); 

Gi) X X 的 点 x 及 序列 {rn}, Hx E gn, £n), 那么 x, > 7, 
FER X 是 正则 空间 , 它们 也 与 下 述 条 件 等 价 : 
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(5) X FE g 函数 满足 : 对 X 的 点 x 及 序列 (iy) Ex E gln, £n) H 
En € g(n,ys), BA Yn > x; 

(6) X Æ o 空间 . 

证 明 显然 , (1) > (2) > (3). 在 正则 空间 中 , (2) (6). HMA 1.5.16 及 
1.5.4 的 证 明 , (3) e (4). 

(3) > (1). RP = Unen An EX HAM, HPA, = (P, :o E T.) 是 闭 包 
保持 的 . 对 n,m EN, Ha crn, B Fom = U{P E€ A, : PAP, =o}. IH 
Py, Fam 不 相交 . 记 Zim = N Pas Fam}: a € Ln}. BA 4m 的 元 形 如 


Hy, = (N{Py: aE MN (Fom: €T, - I), HEI’ cry. 

(1.1) Bm Æ X 的 离散 闭 集 族 . 

易 验证 , Hm 是 互 不 相交 的 闭 集 族 . 下 面 验证 它 是 闭 包 保持 的 . SED, 的 子 集 
IR {TA Ae A}, Ke 4U{Hr, :入 EA}. 若 和 eA, 则 或 者 x g n(Pa :a € D), 
或 者 Zz YN{Powm : a E€ rn} 从 而 或 者 存在 a、E DA, 使 x g Pa, 或 者 存在 
ay € D, — D^, ÎE x d Pm. 置 

N={AcCA:c ENP: ae}, 

A” ={AEA: 2 EMFam: a€ET, -—ThH}, 

F! = User Pan, F" = Urean Fu, m. 
WA=A'UA" BFF’ ert. ©V=X-(F UF"). We 的 开 邻 域 V 与 
U(Hr, : A € A} 不 相交 . 所 以 UL Hr, : A € A) 是 闭 集 . Him 是 闭 包 保持 的 , 从 
而 它 是 离散 的 . 

(1.2) 2€ = Un men Ham Æ X 的 网 . 

X zeU cer, HENnENA PET, HreP cu. Sl’={ael,:zre€ 
Py}. Wa en(P,:a Er} C P CU. HFa ¢gU{P,:a€T,-I'}, fffEm e N 
flló ET m, Pex € Ps c X-U(P, :a € T,-I"). Mit P;jn(U(P, : a Ern} = 
9, PAM o € T, I", 8 P; € Fam. Bx € P; CO Fum:a€T, — I"), BEA 
x € Hy C Pa CU. WZ JE X 的 网 . 

(4) 29 (5). Rg EX No BM EIX 的 点 x 及 序列 {£r} un} 有 
z € g(n,z,) Han € g(n, yn), BA x € g(n, yn), PIE yn a. 

(5) > (1). 设 正则 空间 X 的 9 函数 满足 (5). 让 (X, <) 是 良 序 集 ， 定 义 
万 :NxNxX 一 7 为 

H(in,z) =X -((U si) UC U omy). 


V<Z yEg(t,x) 


MA H(i,n,x) C g(i x). X in €N, B 
KH (i,n) = (H(i,n,x) : x € X). 
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则 Æ (i,n) 是 X 的 离散 集 族 . EKE, Wee X, y-min(h e X :z € g(i h)). 
那么 若 y <2, g(i y) H(i,n,x) = 6; €i x < y, W g(n, z) à H(i,n, £) =o. 从 
TU g(i,y) N g(n,z) EX PR z AR Hlin) 至 多 一 个 元 的 开 集 . 对 i,n,m € N, 
定义 

F(i,n,m) — (F(i,n,m,z):ze X}, 
HP F(i,n,m, £) = {y € H(in,x) : € g(m,y)). BA Fli,n,m) Æ X 的 离散 
集 族 . 对 pe Ue7, 若 iEN, 令 

xi = min(h € X : p € g(i, h)). 

则 存在 ni € N, f& p ¢ U(g(niy) : y € g(52)), TÆ p € H(i, nazi) C gli, zi)) 
从 而 zi 一 D， 因 此 对 mm e N, 存在 i 2 m, fx, € g(m,p. W Fn = 
F(i,,,n, ,m,zi,). 那么 pe Fm. 如 果 存 在 X 的 序列 {ym}, fi Ym € Fin — U, 3 
4 p € glim, Lim) C J(M, Lin) H zi, € (M, Ym), FÆ Ym > p, FE. 所 以 存在 
m E N, fF, CU. HU; nmen (o n,m) Æ X 的 o 离散 网 . 

定理 3.3.1 的 (1) & (2) & (3) 称 为 Nagata-Siwiec 定理 B5, XF g 函数 的 等 
价 特 征 是 Heath 和 Hodel?9. 的 杰作 . 

推论 3.3.2 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 局 部 有 限 闭 网 ; 

(2) X 是 具有 点 可 数 p-k 网 的 强 允 空间 23]; 

(3) X 是 具有 Gs 对 角 线 的 Dt 空间 C591: 

(4) X 是 ot 空间 和 2 空间 B23]. 

证 明 (1) = (2), (3) 是 显然 的 . 由 定理 1.4.10, 3.2.6 和 命题 1.5.18 得 (3) > 
(4). 

(2) > (4). RPA HX 的 关于 有 限 交 封闭 的 o 局 部 有 限 闭 (modk) 网 .因为 
P 是 X 的 几乎 (modk) W, 由 引 理 2.11.6, 存在 可 度量 空间 M, MHJ o BARGE Z 
Al X x M 的 子 空间 Z, 满足 下 述 条 件 , 其 中 f = mz, g = mz. 

(2.1) P = fg ' (B); 

(2[2 g: Z 一 M 是 逆 紧 映射 . 

由 (2.2), Z 是 具有 点 可 数 p-k 网 的 仿 紧 M. 空间 . 再 由 定理 3.1.8, 2 是 可 度量 空间 . 
KHA Z Æ M 的 基 , gZ) 是 2 的 (modk) 网 . 又 由 (2.1) 及 推论 2.11.4, f feo 
局 部 有 限 映射 . 再 由 推论 2.11.5, X 具有 o 局 部 有 限 网 . 

B2 EX No 局 部 有 限 网 . WIAX Wo 局 部 有 限 闭 集 族 . xt rz ye x, 
存在 分 别 包含 x,y 的 不 相交 的 开 集 U,V, FRA QE 2, f&xeQcU. 由 于 
UNV =ø, Aii rEeQCX- {y} Mk 2 Æ x Bp, EIE X Bot 空间 . 

(4) > (1). Rg, h DHE X Woot 函数 , 24 ER SEX. q: Nx X5 7 DH 
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q(n, x) = g(n, x) N h(n, x). 
那么 4 Æ X 的 g BMA z,y € X, n € N, & x € q(n, y), 那么 q(n,x) C qln,y). 
RX X 的 点 z KEJI {£n}, Ax Eqn, £n) 由 于 hh 是 XX 的 于 函数 ,于 是 {zi} 的 
任何 子 列 有 聚 点 , 设 p 是 {en} 的 聚 点 . WR pz x, MARTENS k, E x d g(k,p) 
H zn € g(k,p), FÆ x € g(n, £n) C glk, en) C g(k,p), FS. 从 而 zx Æ {rn} WE 
一 子 列 的 唯一 聚 点 , 所 以 z — x. Mg HX Wo 函数. 因此 , X 具有 局 部 有 限 
闭 网 . 

定义 3.3.3. 称 空间 X 满足 (G)90, 如 果 存 在 X WIR Y = {YW :zx EX} 
具 性 质 (1) 和 (2): 

(1) 对 ze X, x E€ O% H. |7] mW; 

(2) Ma EU €T, FER x WAR V(x, U), 使 当 y € V(x, U) Bf, HW e X, 
满足 ze 人 CT; 

HERI 具 性 质 (3), 则 称 X 满足 一 致 (G)P891. 

(3) Ware X, 六 的 无 限 子 集 是 z 的 网 . 

在 下 面 论述 满足 (G) 的 空间 中 , V (x, U) 均 指 性 质 (2) 中 的 相应 集 . 

引 理 3.3.4797] (1) 满足 (G) 的 空间 是 遗传 亚 Lindelöf 空间 . 

(2) 满足 一 致 (G) 的 空间 是 遗传 亚 紧 空间 . 

证 明 由 于 (G) (一 致 (G)) 性 质 是 遗传 的 , 所 以 只 须 证 满足 (G) (一 致 (G)) 
的 空间 是 亚 Lindelöf 空间 (ME EE lal). Xt x 的 集 族 = {WV : x E X) W 
Æ (G). BY 是 X WAAR, d V = {Us}acn, HK PRM. 对 a < x, 让 
P, = Ua — Us Us; Oa = U{V (x, Ua) : £ E€ Pa}. W Oa E€ r H Pa C Oa C Ua. 
4 0 ={Oahacn: WO HY 的 开 加 细 . 

(4.1) € 是 点 可 数 的 ， BAR, 存在 > e X 和 [0,4) 中 严格 递增 的 序列 
{ay}y<ur, 使 zE Oa, Hz d Pao. 则 存在 zy € Po, ff z € V(t, Ua), 从 而 存在 
Wy € Wz, f£ zx, € Wy CUs,. XI Y< y € ei, AF y E Ua, PEL vy g Wy, IX 
GW, 的 可 数 性 相 矛 盾 . 故 X 是 亚 Lindelof 空间 . 

(4.2) EP = {WV : x E X} 满足 一 致 (G), WERO ERARD. BA 
SR, 如 (4.1) 同样 的 证 明 , 存在 X 的 点 z, 序列 {zw} RW 的 子 集 {Wi,jwen, 使 
En E Wn HŽ n >m 时 , tn € Wm. 于 是 {Wi,jren 是 > 的 网 , MARE n EN, 使 
W, C W; — (zi), BE n > 1H. z, € Wi, 矛盾 . 故 X 是 亚 紧 空间 . 

51 3.3.5124 满足 (G) 的 半 层 空间 具有 o 离散 网 . 

证 明 设 半 层 空间 X 的 集 族 = {WW : x Ee X} 满足 (G), 其 中 = 
{W(n,2)}nen. 再 设 g Æ X 的 半 层 函数 . 让 (X, <) 是 良 序 集 . Xin, k eN, 定义 
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H(i,n,z) = X — ((Uyee 9(59)) U (Uygve) In: Y))); x € X; 
F(i,n,k, x) = H(i,n, 2) AW(k,x), x € X; 
F(i,n,k) = (F(ü n, k, x): x e X). 
那么 H(i,n,z) C gli x), 且 由 定理 3.3.1 中 的 证 明 , .Z (in, k) 是 X 的 离散 集 族 . 
X peUer, HiEN, > 
x, =min{h € X :p € g(i, h)). 
则 存在 ni EN, 使 p ¢ U{g(ni y) : y € g(5z)), FÆ p € H(i, ni, zi) C gli, x), 
MT x; — p, 所 以 存在 io,k € N, f vi, € V(p,U) Hp € W(k,vi) CU. 因此 
p E Flio, nin, k, £i) CU. RX FA o 离散 网 . 
51 3.3.6099] 满足 一 致 (G) 和 点 Gs 性 质 的 空间 是 半 层 空间 . 
证 明 设 具 有 点 Gs 性 质 的 空间 X SIR WY = {YW : x E X} 满足 一 致 (G). 
(6.1) 构造 X 的 点 有 限 履 盖 列 (26, }. 
对 zexX, 设 X 的 递减 开 集 列 (G(n,z)) 的 交集 是 (m). XF n € N, 归纳 定 
MX 的 点 有 限 开 履 盖 .入 ,函数 hn: 26, X Ma AFRE Oln, x) 如 下 . 首先 ， 
S Hy — (X). BUE z € X HEM ho : 269 X AJ ho(X) =z. E 


O(,2) = G(1, x), L=z, 
GULa)-—i[xbh xx 


假设 对 mm € n,z € X, CELT 26, a hm-1 M O(m, £). X (26,3, <) 是 良 序 集 . 
X He 26, ,, H3] 3.3.4, H WAR (H V (z,O(n, x)))oen 存在 点 有 限 的 
开 加 细 F,,(H). 定义 
HH) = £,(H) -UCZ,UP) : H < H}, H € €, 
J£, = UH) : H € 2€, 4). 
则 26, 3 X 的 点 有 限 开 覆盖 . I H c 26,, 存在 唯一 如 c 6, ,, EA € 
JC (Hc F,(H'). HR cy € H', fH H C H'nV(xg,O(n,zg)), 并 定义 
h,(H) = xg. 再 定义 
(6.1.1) O(n + 1,2) = G(n+1,2) — (h,(H) : m < n,H € (Hn): hax z 
has (H)). 
Wa € O(n--1,z)e€r. 
(6.2) {HG} Æ X 的 Gs 对 角 线 序列 . 
否则 , 存在 x Ay eX 和 集 列 (H,), 使 xz,y € Hn € Ha. 对 ne N, 存在 唯一 
的 集 族 {H }men, 使 HY = Hn, HY € 26, HHY € Hal HRT) (Vm > 1). 这 时 
x E€ H, C H? C HP B 26, 的 点 有 限 性 , KF n € N, 可 归纳 定义 N 的 无 限 集 
In fli, CN, 满足 
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(6.2,1) 2, = min In; 

(6.2.2) HERE C In — {in}; 

(6.2.3) m, k € In > H? = Hz. 
4 Kn = HE ,dn = h,(K,). W K, = Hz (Wm € L), Hn >m 时 , an € 
Km D Ky. WA £ € Ky C Van, ON, qna)), 所 以 由 (G), 存在 W, e Ya, 使 
qn E Wn C O(N, qn). 

RX 中 分 别 含 x,y 的 不 相交 开 集 U, UV,. 不 妨 设 存在 N 的 无 限 集 J, 使 
当 n € J 时, an Z Ur, ATM Wn ¢ Uj， 由 一 致 (G), {Wn :n e J} 是 有 限 
E. 不 妨 设 当 n,m e J 时, Wn = Wm. 那么 qm € Olin, dn), 所 以 由 (6.1.1), 有 
qn = qm, 设 其 固定 值 为 9. XE n € J, x € V(q,O(n, q)) C O(n,q) C G(n,q). 因此 
£ € nes G(n,a) = (a), 3 q € Us, 矛盾 . 

(6.3) X 是 半 层 空间 . 

设 (4) Æ X 的 Gs 对 角 线 序列 , 其 中 2a MAY. 对 ne Nx eX, 
BE U(n,z) e (27,),, 并 定义 g(n, xz) = V(z,U(n,z)). EFEX 的 点 xz RF 
列 {rn}, f x € g(n, tn), v, > v, WFE x WFR U, 使 {x%} PAFU. K 
为 x EV(zn,U(n,zn)) C U(n,oz4), FE Wn E We, fi tn € Wn C U(Nn, £n) C 
st(z, 2). SI = {nE N: n € U} WI PRE, 所 以 (W, : ne I) 
HARE. PWR nm e I B, Wp = Wa. BA x, € st(z, Ym), 从 而 
zn € mer St(z, Ym) = (zx) CU, FE. 故 X 是 半 层 空间 . 

定理 3.3.7024. 296] ”满足 一 致 (G) 和 点 Gs 性 质 的 正则 空间 是 亚 紧 o 空间 . 

问题 3.3.8099] Wo 空间 是 否 具 有 一 致 (G)? 

下 面 介 绍 o 空间 的 映射 性 质 . 

命题 3.3.9” 道 可 数 紧 映 射 保持 o? 空间 . 

证 明 fiX 一 了 是 道 可 数 紧 映 射 , HU nF. EX 的 闭 p 网 ， 
F, 是 关于 任意 交 封 闭 的 闭 包 保持 集 族 且 多, C Fap EX g:INXxX Xr 
HA g(n,z) = X-UF € ¥,:c¢ Fh. Wo BX Hot BM My € Y, 
$Y) = nengna F (y)). 否则 , FEX 的 点 xz 和 序列 {zw), 使 z, € f^ (y) 
Hz € g(n,a,) — f (y). 设 a 是 {z Æ f! (y) 的 聚 点 . 则 存在 子 列 {£n}, 使 
In, € g(k, a), 从 而 £ € Mren g(ni, ne) C pen g(k, a) = {a}, 矛盾 . 

Xin EN, $ Pa = f(Fa) PAF, ZY 的 闭 包 保持 闭 集 族 . My Az EY, 
取 zs € f (z) 那么 存在 m EN, fi x. 4 g(m, f! (y)), 从 而 存在 e Fm, 使 
zs,c€FHFnf-(y-Ge,TRzef(F)cY —{y}. WU, An HY No A 
包 保 持 的 闭 p 网 . 

由 定理 3.3.1 和 推论 3.3.2, A FIR o 空间 的 映 象 和 逆 象 定理 . 
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命题 3.3.10853 闭 映 射 保持 具有 o 局 部 有 限 闭 网 的 空间 . 
命题 3.3.1109] 设 f:X 一 Y RR. AY 具有 o WRA RARE X 
具有 Gs HAR, WX 具有 局 部 有 限 闭 网 . 
定理 3.3.1204 o 空间 满足 紧 型 分 解 定理 . 
证 明 i Uen Pn 是 o 空间 X 的 闭 网 , 其 中 2, 是 关于 有 限 交 封闭 的 局 部 
有 限 集 族 且 Xe Pn C ii. 让 f:XX 一 Y 是 闭 映射 . 对 ne N,veY, 定 义 
En = f(Pn), C(n.y) = A(n) 
En = (y E Y : |C(n,y)| < Xo}, 
Z = Uen Bn: 
由 引 理 3.2.19, Z Æ Y No 闭 离散 子 空间 . X y € Y — Z, C(n, y) 是 无 限 集 , 存在 
Y 中 非 平 凡 的 序列 fun}, yn € C(n, y). ATX n > m, Xi Pe (Fa) ths 则 
Pnf^(w)z29. 因为 
ULEn E': FE n € N, 4E E, E' c &, RH [En E'| « No] CZ, 
由 定理 3.2.29 的 证 明 , f (y) 是 X AY Lindelöf 子 空间 . 
4 A-f-(y). EADE X 的 紧 集 , WI A 不 是 XX 的 可 数 紧 集 , 从 而 存在 XX 
的 可 数 开 集 族 少 , 使 多 覆盖 A, 但 是 的 任何 有 限 集 不 能 覆盖 4. 对 x 6 A, 存 
LE V, E Y,W,.er(X), f£ z € W, cCW, c Ve. 那么 4 WHR (W.l.eA 有 可 数 
T d {Wijien, 这 时 {Wihicen 的 任何 有 限 子 族 不 能 覆盖 4. BUE x: € ANW, 
4 U = W,. EE r € A— Un EN, f£ x € Wa. $ U = Ua W;. W 
U, C Uz, £2 € AN (Uz — Ui). 依 此 类 推 , 可 构造 X 的 递增 的 开 集 列 (U,) E A 
H AN (Ui — Uk) z Ø. 
选取 x, € AN Urpi — Ux. 那么 存在 € Pnr Bia, E€ Fh C X -Ur H 
Nes > nk, 于 是 存在 € Fk f (ya). AA yn > y, 所 以 {zi} ARA. 设 
z 是 它 的 聚 点 . HA zc A. 这 时 存在 mm € N, f& z EUn, AMA k 2 m, 使 
zy, € UO Fy = D, HIS. W f (y) EX 的 紧 集 . 因此 , o 空间 满足 紧 型 分 解 定理 . 
问题 3.3.13054 o 空间 的 逆 紧 逆 象 是 否 满足 紧 型 分 解 定理 ? 
定理 3.3.1465 可 数 仿 紧 o 空间 的 道 可 数 紧 逆 象 满足 可 数 紧 型 分 解 定 理 . 
证 明 dg: X OZ 是 逆 可 数 紧 映 射 , 其 中 2 是 可 数 仿 紧 的 o 空间 .让 
f:X 一 了 是 闭 映 射 . BU en Fn 是 2 的 网 , 其 中 多, 是 关于 有 限 交 封闭 的 局 部 
ARAB HEF, C Fry. 对 mieN, 置 
Bn = 9 (Fn), Pn = (Ba), 
Yni = U{ Ph N 0 O Pri © XF k <S i, Par c, H |P Ne A Pril < No}. 
由 引 理 3.2.20, Yni Æ Y 的 闭 离散 集 . $ Yo =Y — Un ien Yni- 
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Wyo € Yo. d f(y) 不 是 可 数 紧 的 , 由 g 的 逆 可 数 紧 性 , 存在 fol (yo) 的 
序列 {xi}, 使 各 g(z;) 互 不 相同 且 {g(xi) : i € N} 是 2 的 闭 离散 集 由 2 的 可 
数 仿 紧 性 , 存在 2 中 局 部 有 限 的 开 集 族 {Vijien, fi glei) € Vi. Min EN, F 
在 Pi € Fn, IE gli) € Pi H i = UF does). 这 时 有 ji € N, 使 当 n 2 ji 
时 , Fui C Vi. AMR: < jiyi. W Bni = 97 (Fu). 那么 x; € Bni € An, 于 是 
yo € f(Bj.x), 从 而 门 ,<; f(Bj,x) 是 无 限 集 , 所 以 存在 Y 中 非 平 凡 的 序列 {yc}, 使 
yi € Dy fF) — {yo}, Bl y; € fg (Vi). We {yi :ieEN} 是 Y 的 闭 离散 集 . 
另 一 方面 , y; € f(Bj1), 于 是 存在 x € f! (y) O Bjr {Pui} 的 构造 , {B} 是 
可 数 紧 集 g-1g(zi) YE X PRA, 从 而 (25) BRA ro, 那么 {f(x')} ARA f(x), 
BU {y;} ARA, 矛盾 . 因此 , X 满足 可 数 紧 型 分 解 定理 . 

本 节 第 三 部 分 , 讨论 半 层 空间 的 映射 性 质 . 

命题 3.3.15 WRJ f: X — Y. 

(1) 4 f 是 闭 映 射 , 如 果 X 是 8 空间 , 则 Y 是 6 空间 555: 

(2) Æ f ETTARI, WEY 是 6 空间 , up X 是 6 空间 B39. 

证 明 利用 命题 1.7.2 得 (1). 设 g 是 Y 的 8 函数 定义 X 的 g 函数 
h:Nx X > c(X) 为 h(n,z) = f-!(g(n,f(x))). WX 的 点 xz 及 序列 {rn}, £ 
x € h(n, £n), BA f(x) € g(n, f(z«)), os ji n)} dE Y PARA. 因为 了 是 逆 
可 数 紧 映射 , 所 以 {x} dE X PAA. WX 是 空间 

1558 3.3.16 KAR f: X oY. 

(1) 47 f 是 闭 映 射 , 如 果 X 是 半 层 空间 , WY 是 半 层 空间 94: 

(2) 若 f PWR, WR Y 是 半 层 空间 且 X 具有 Gs; WAR, WX 是 半 层 
25 [8][63] 

WEB] 由 定义 1.4.3, 直接 验证 得 (1). 对 (2), HEY 是 次 仿 紧 空间 , Pr X 
是 次 仿 紧 空间 ( 见 附录 A 命题 3.2). 由 命题 1.5.18, 3.3.15 和 定理 1.7.7, X 是 半 层 
空间 . 

引 理 3.3.1709. d X 是 可 数 仿 紧 空 间 . 若 存在 X 的 闭 集 B MARA {Ba}, 
满足 

(1) BN B, = 2, nEN; 

(2)## BCV er, WEE m EN, 4n >m B, CV. 

W BOUnen B. EX 的 可 数 紧 集 . 

证 明 EDA, 存在 BO U en B. 的 闭 离散 集 {zx : k € NJ, FALE X 
的 局 部 有 限 的 开 集 列 {04}, f m, € Uy. AW zk € Unen Bn, HERA n, 有 
U; n B, A 8， 从 而 存在 序列 {ni} CN M (yk) C X, TE yk € Uk A By. $ 
S = {yk : k E N}. 则 S 是 X WAR, FE m € N, 使 当 n >m 时 , B, C X—-8, 
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因此 ym E€ Ban C X — {ym}, FE. 
定理 3.3.1880 可 数 仿 紧 的 半 层 空间 满足 紧 型 分 解 定理 . 
证 明 d P:NxrT c 是 可 数 仿 紧 空间 六 的 半 层 对 应 . 让 了 :和 一 了 是 
闭 映射 . 对 ye YneN, 令 
V, = X — f^ (y), U(n,y) = X Fn,W), 
则 f^! (y) C U(n, y). 所 以 存在 y NFPA BSR O(n, y), 使 f (O(n,y)) C U(n, y). 对 
ncN, E 


Y, = (y EY : vy EY — {y}, y Z O(n,y)). 
BAY, n O(n, y) c {y}. Aim Yn 2 Y 的 闭 离散 集 . 
Wy cY —U, Yn WEN, FE yn Fy, IE y € O(n, yn). 先 证 明 {yn} W 
Æ (*): 对 {n} 的 子 列 {re}, FY) C Uren £71 Un). 
若 不 然 , WEE x € f(y) —Unen f Un): *U = X -Uren f Un). f£ 
E k EN, Mee F(k, U), FÆ U C X- f Yn) = Vyn, PTA 


F (Onda) C U (Nk, Yny) =X — F (nk, V, ) CX- F(ng, U). 


Yng 
男 一 方面 , y € O(nk, Yn) H f (y) C U (nk, ys), FET € F(k,U) Nn f(y) C 
F(nk, U) NU (nk, Yn,) = Z, 矛盾 . 

设 f-1(y) CV er. 存在 y 的 开 邻 域 0,, 使 1-1(0,) c V. HELE (n) 
的 子 列 (nk), 使 f^! Qu) € f^ (0), JU £7 (0) NA (Ures F (Vm)) = 所 以 
SUM) NA Uren F Un) = €, 5 (x) 矛盾 -从 而 存在 m EN, 使 当 n 2 m 时 ， 
F (un) c f^ (Oy) c V. B (+) RIIE 3.3.17, f! (y) = FY) WU nen £^ Un) 

问题 3.3.19 (1) 可 数 仿 紧 半 层 空间 的 逆 可 数 紧 逆 象 是 否 满足 可 数 紧 型 分 解 
定理 [140]? 

(2) 正则 半 层 空间 是 否 满足 紧 型 分 解 定理 ? 

下 面 介绍 与 半 层 空间 相关 的 半 度 量 空间 的 映射 性 质 . 

引 理 3.3.2009] i f: X c Y BH RR, Y 是 第 一 可 数 空间 若 每 一 
f(y) 是 X 的 第 一 可 数 子 集 , 则 X 是 第 一 可 数 空间 . 

证 明 对 zx € X, diy f(x) X (Uihew Æ y 的 递减 的 局 部 基 , (V; hen 
Æ X 的 开 集 列 , 使 {Vin fi(y)hien 是 xz TE f^ (y) 中 的 局 部 基 . 对 ie N, 让 
F(a) = f-(y) - Vi. WW F;(x) € W(X), 于 是 存在 X 的 不 相交 开 集 Wi,G;, 使 
x € W; H F;(x) c Gi 那么 f(y) CV,UG, FREE k; €N, 使 fiU) C 
V; U Gi, AM (X-—V)nf-(U,) c Gi. 不妨 设 Wi c V; 且 Waa C Wi. 往 证 
(Winf-(Ui)eu Æ x YE X PHM. Ye v; € Win fU). FH xo 是 {zi} 的 
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RA, 由 于 f(a) € Ui, 于 是 f(zi) A y, 所 以 zo € f^! (y). 如 果 xo A x, WHE 
n € N, tH zo € X — Va, FH £o € Gn, 从 而 有 无 限 项 zi € Wn N Gn = e, HIE. 
因而 , zo = x, 即 {a} 至 多 只 能 以 xz 为 聚 点 . E zi 一 c, 那么 存在 X 的 离散 子 列 
(25, ), 由 于 f(y) 为 紧 , 不 妨 设 zi d f(y), 于 是 {f(zi,)} 在 Y 中 离散 ,矛盾 . 
故 X 是 第 一 可 数 空间 . 

由 推论 1.4.5, 得 到 半 度 量 空间 的 映射 定理 . 

推论 3.3.21 设 映 射 f :XX 一 Y. 

(1) 车 f 是 闭 映射 , 如 果 x 是 半 度 量 空间 , WY 是 半 度 量 空间 当 且 仅 当 Y 是 
第 一 可 数 空间 94. 

(2) 若 是 逆 紧 映射 , 如 果 Y 是 半 度 量 空 间 且 具有 Gs 对 角 线 , 则 X 是 半 
度量 空间 6631. 

问题 3.3.2207. 94 Fréchet 的 半 层 空间 是 否 可 表 为 半 度 量 空间 的 闭 映 象 ? 

问题 3.3.2397] 3d f:X 一 Y AABN. 如 果 X 是 对 称 度量 空 间 ,Y 是 9 
第 一 可 数 空间 , 那么 Y 是 否 是 对 称 度量 空间 ? 

例 3.3.24 o 空间 类 . 

(1) of & 具有 o 局 部 有 限 闭 p 网 , 如 Isbell-Mrówka 空间 ww(D), 其 中 |DI > c 
( 例 1.8.4). 

(2) 半 度 量 e Y, 如 领结 空间 ( 例 1.8.2). 

(3) 仿 紧 , X» 半 层 空间 的 道 紧 逆 象 , 如 3.2.37(2) 中 的 空间 X. 由 推论 3.2.27， 
3.3.2 和 定理 3.3.14, X 不 是 半 层 空间 的 道 紧 逆 象 . 

(4) of > 具有 Gs 对 角 线 B34, 

记 7* eR NKR. RX CRAMER. X RP PAH RFP 的 
Michael 直线 拓扑 , 见 例 1.8.5): Ger 当 且 仅 当 存在 UE 7, AC P, fEG UUA. 
&X,=Rx {1}. EX f: X 5 Xi JJ f(z) = (2,1). WH Xi 拓扑 , f f CAM 
映射 . &Z=XOX. 对 ze@, 将 2 中 的 每 两 点 z, f(x) 贴 成 一 点 得 到 的 商 空间 
WAY. 让 g:ZY 是 自然 商 映 射 . 则 g 是 有 限 到 一 的 闭 映射 . 

(24.1) Y 是 of 空间 . 由 Michael 直线 ( 例 1.8.5) 类 似 的 证 法 , X ÆRA o 互 
不 相交 基 的 仿 紧 空间 , 于 是 2 是 具有 o 互 不 相交 基 的 仿 紧 空间 . 由 命题 1.7.12 和 
3.3.9, Y 是 ot 空间 . 

(24.2) Y 不 具有 Gs HAR. BAR, 设 {Un} 是 Y 的 Gs 对 角 线 序列 . 对 
n EN, €X P, ={xE€ X—Q:gf(x) ést(g(x),2,)). WX -Q= UT enda 由 
7* 的 第 二 范畴 性 , 存在 m € N JUR 的 开 区 间 J, 48 J C cl. (P5). Mae JnQ. 
TEU € Un, fi g(x) € U. KN gf(x) eU, FRREV er, xr eVcJd 
Rg(Vuf(V)cU. Br 的 定义 , z EnP, 于 是 {g(z),gf(z)} c U, 从 而 
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gf(z) € st(g(z), Um), FE. BY 不 具有 Gs 对 角 线 . 

(5) Gs 对 角 线 , 次 仿 紧 为 G* 对 角 线 209), 

WY = [0,wn]. 赋予 Y 下 述 拓扑 : Y 的 唯一 聚 点 wi EY 的 邻 域 取 为 序 拓 
扑 下 的 邻 域 . 则 {ur} 不 是 了 的 Gs Æ. WS = [0,w), 令 X=YU(SxN). 
赋予 X 下 述 拓扑 : Sx N EX 的 开 离 散 子 空间 ; 对 Se 5, 8 的 邻 域 基 元 形 如 
(8) U((B,k) : k > n},n € N; wi KRERET W (n, a) = {wi}U((a,w)x{ke 
N:kzn),neN Ha 是 可 数 序数 . HAE X "P W(n,a) = (a,w]U W (n,a), 
所 以 X 不 是 正则 空间 . 由 于 [0,01] X S x (n) Æ X 的 闭 离散 子 空间 , 于 是 X 是 
c 闭 离散 空间 , 从 而 X 是 具有 Gs 对 角 线 的 次 仿 紧 空间 . 

如 果 OX 具有 Gs 对 角 线 , DU X 有 开 覆 盖 列 (4). 使 {or} =A pen stor Z). 
对 n EN, 不 妨 设 存 在 k, CN 和 可 数 序 数 an, 使 wi E€ 环 (如 an) e Sa. 从 而 
wi € (lea (05 01] C Mren W (Es, On) C (e stor Gn) = {or}, 因此 {w} = 
门 ,<N(an w1], 矛盾 . WX 不 具有 G; 对 角 线 . 

(6) 满足 一 致 (G) v 点 Gs TER M. 

WD 是 基数 为 Ni 的 集合 . 让 wD ={o} U D 是 离散 空间 D 的 一 点 紧 化 . 则 
{oo} 不 是 wD 的 Gs Æ. 对 zx € v D, > 


rs | {o}, 1 = oo, 
ixhis5ssh X Æ OO 


那么 集 族 = {h : x E wD} 满足 一 致 (G) 条 件 . 

例 3.3.25 o 空间 类 与 映射 . 

(1) 闭 映 射 不 保持 ot 空间 性 质 . 

取 X 是 例 3.3.24(4) 中 的 空间 X. WX 的 闭 集 Q 不 是 X 的 Gs R. 让 
h: X — X/Q 是 自然 商 映 射 . 那么 hh BAB. 由 于 X/Q 不 具有 点 Gs 性 质 , 于 
是 它 不 是 of 空间 . 

(2) 具有 可 数 闭 网 的 空间 不 满足 紧 型 分 解 定理 (541. 

RX —IxIL 赋予 X 以 IxI 的 欧 氏 开 集 及 形 如 六 一 ({s} x (0,1]), Vs € I, 
的 集合 作为 子 基 生成 X 的 拓扑 . 则 X 不 是 正则 空间 . 在 欧 氏 拓扑 下 , I x 了 的 可 数 
闭 邻 域 基 及 工 x {0} 的 可 数 闭 邻 域 基 之 并 构成 了 XX 的 可 数 闭 网 , 所 以 X 是 半 层 空 
E. ib f — 01: X — I. Wf SAB, 并且 对 se I, f^! (s) 不 是 X 的 紧 集 , 于 是 
X 不 满足 紧 型 分 解 定理 . 
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半 层 空间 类 与 o 空间 类 的 关系 , 事实 上 是 研究 o 垫 状 集 族 与 o 闭 包 保持 集 族 
间 关 系 的 深化 . 对 这 两 类 集 族 的 探讨 产生 了 一 般 拓扑 学 中 辉煌 的 一 页 . MichaelP279 
对 仿 紧 性 的 刻画 , Junnilal!59] 关于 次 仿 紧 空间 的 特征 以 及 Junnila-Katuta 问题 
( 见 问 题 3.2.7) 都 足以 说 明 这 一 研究 的 困难 性 与 重要 性 . 相应 于 网 的 情形 , 已 经 知 
道 由 这 两 种 集 族 性 质 刻画 的 空间 是 不 等 价 的 . 本 节 讨 论 大 网 的 情形 , BI k 半 层 空 
间 与 具有 o HRI k 网 的 空间 . 至 于 基 的 情形 , 它们 是 著名 的 Ms 空间 与 Mi 空 
间 的 等 价 性 问题 , 这 是 3.5 节 讨论 的 中 心 议题 . 

HERF o 闭 包 保 持 k 网 的 空间 , 有 与 半 层 空间 相 平行 的 刻画 . 

命题 3.4.10 多 ”对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X BA o 闭 包 保持 伪 基 ; 

(2) X 具有 o 闭 包 保持 cs* W; 

(3) X FE k 半 层 函数 g 满足 : 对 XX 的 点 x,y I n € N, Zi y € g(n, x), W 
g(n. y) C g(n, x). 

WEAR (1) (2) 是 显然 的 . 

( 2) 全 (3). 设 UN2 Æ X WA cs* 网 , 其 中 i, 是 闭 包 保持 的 .定义 
g:NxXxX 一 7T 为 gf) = X-U(Pe 9Z;:z é Pi & mn). 则 9 是 X 的 
k 半 层 函数 ( 见 命题 1.4.15), JE HON. X 的 点 zy 及 n e N, Ay € g(n, x), W 
g(n, y) C g(n, x). 

(3) > (1). Bg Æ X 上 满足 (3) 的 g 函数 . Hn €N, EX A, = (X —g(n, A): 
Ac X). 则 P, Æ X 的 闭 包 保 持 闭 集 族 . 对 X WARK CUET, HT g EK 
半 层 函数 , FE m EN, f£ Kng(m, X -U) = 6, BA K C X—g(m, X -U) CU. 
FA Uncen Pn Æ X Wo 闭 包 保持 伪 基 . 

由 此 , 具有 e 闭 包 保持 网 的 正则 空间 >k 半 层 空间 之 o 空间 . 

问题 3.4.2021 k 半 层 空间 是 否 具 有 o 闭 包 保 持 网 ? 

定理 3.4.3025 Fréchet 的 大 半 层 空间 是 层 空间 . 

证 明 由 定理 1.4.14, 只 须 证 Fréchet 的 大 半 层 空间 X 是 单调 正规 空间 . 设 
F = Unen Fn 是 X 的 对 伪 基 , 其 中 多, 是 垫 状 族 且 Fa C Fri. WR H, K 是 
X 的 不 相交 闭 集 , 置 

U, = ULF, : (Fi, Fo) € Fn, Fo O K = @}- 
U{F, : (Fi, Fo) € Fn, Fo O H = Ø}, n €N; 
D(H, K) = (Unen Us)”. 
fruE D Æ X 的 单调 正规 算 子 . 这 只 须 验 证 HC D(H,K) Cc D(H,K)CX—K. 
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如 果 存 在 z € H- D(H, K) Cc (X-K) (X -Uen Un), WEE x - (KU 
(Unen Un)) 的 序列 {an} KAF r, 于 是 存在 mm € N All (P, Po) € Fm, 使 {x}U 
(x;,:ne NJ3C P.C Pc X - K, Am PRAK 2 9. AA ced, mu 

x E€ X — ULF; : (Fi, Fo) E Fm, Fo N H = Ø} 

CX -U(R: (Fi, Fo) e Fm, Fa N H = e). 
AME k CN, 使 当 n > k 时, en € X- ULF, : (Fi, Po) € Fm, oN H = Ø}, F 
是 Zr € Pi — U{ F : (Fi, F5) € Fm, Fo O H = 9) C Um, F. WH C D(H, K). 

如 果 存 在 x € D(H, K) OK c D(H,K) — H, WEE D(H, K) — H 的 序列 
{an} KAF v, 于 是 存在 mm € N M (P, Po) € Fm, TE (zj)U(x,:neN) CRC 
Pa C X — H, AW n 2 m 时, Un C X — Py, 所 以 {an : n € NJ C Uem U;, B 
4 z€lJ;4,,U; WA j «m, fie eU; CU[F? : (F, Fo) e Fj, F;nK—2) c 
X-K, FE. 因此 D(H,K)c X —k. 

推论 3.4.4 满足 下 述 条 件 之 一 的 半 层 空间 是 可 度量 空间 . 

(1) BA p 序列 160], 

(2) 点 可 数 基 . 

证 明 设 X 是 上 半 层 空间 . 

(1) 4X BA p 序列 , 由 定理 2.2.18, X 是 wA 空间 . 再 由 定理 1.7.7 和 3.4.3, 
X 是 可 展 的 层 空 间 . 由 Bing 度量 化 准则 , X 是 可 度量 空间 . 

(2) d X 具有 点 可 数 基 , W X 是 半 度 量 空间 . 由 定理 1.2.11 和 3.4.3, X 是 可 
展 的 层 空间 , 所 以 XX 是 可 度量 空间 . 

半 层 条 件 是 很 典型 的 度量 化 因子 ， 如, Nagata! 证 明了 空间 X 是 可 度 
量 空间 当 且 仅 当 X ROS k 半 层 函数 g, 满足 Nagata 条 件 : MWY C X,Y c 
Ufg?(n,y) : y € Y), EP g?(n,y) = Ufg(n,z) : x € g(n,y)}. 该 命题 的 几 
种 变换 形式 仍 是 正确 的 . 如 , JE k 半 层 函数 加 强 为 层 函 数 g, HL EOM Y C X, 
Y c Uf{g?(n,y) : y € YE; git k EPR g HA: c € g?(n, an) > x, > rT, 
La&nev 空间 有 大 半 层 函数 g, HEM Y C X, Y Cc ufgt(n,y): ye Yy?9. 4B 
ak 07 pats EU k 半 层 函数 不 可 换 为 定理 3.3.1 中 刻画 o 空间 的 条 件 (5): 
L €g?(n,r,)-— Tn > T. 

问题 3.4.5 具有 点 可 数 弱 基 , 或 o 局 部 可 数 弱 基 的 k 半 层 空间 是 否 是 9 可 
度量 空间 ? 

X 称 为 ortho 紧 空 间 , d X 的 任 一 开 履 盖 有 内 部 保持 的 开 加 细 . 设 函 数 
G:X 一 7T(X), 对 zeEX, 记 

G?(x) = U(G(y) : y € G(x)}, 
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G?(x) = U(G(z) : z e G'(x)). 
引 理 3.4.6059] d G: X — (X) 是 亚 紧 (ortho EX) 半 层 空间 X 的 邻 域 指 
Jk. 则 存在 X 的 点 有 限 (内 部 保持 ) HFE N, 使 对 zs X,n(). c G(x). 
证 明 设 g EEX 的 半 层 函数 , 并 且 g(1,7x) C Gr) WEEN FU%= 
(g(k, x): ve X}, 那么 AAA (AMR) 的 开 加 细 r 置 
Hy,—í(zeX:ze€g(ky) yeG(z)). 
WW X = Uen Hi. Mx € X, W k(x) 2 min(n € N: z € Hn} 定义 
Onl) = (Use, Wiles n EN; 
V(x) = Qka) (7) 一 Usen(a) Hg 
Y —(V(z):zexX). 
WY iE X 的 点 有 限 ( 内 部 保持 ) FE. 对 x € X, 让 m — kle) 那么 ze 万 
FEFE e6H,ng(m z)nQ, (x), 从 而 ze G(z) 且 对 某 个 ye X, zeQn(z)c 
g(m. y) C G(y), 因此 ye G(z). v (Y). C V(z) C Qm(z) C G(y) c G° (x). 
MA 3.4.7019 ortho EI k 半 层 空间 具有 o 闭 包 保 持 网 . 
证 明 设 9 是 ortho 紧 空 间 X 的 大 半 层 函数 . 易 验证 , g? 仍 是 X 的 大半 层 函 
数 . 由 引 理 3.4.6, n € N, 存在 X. 的 内 部 保持 开 覆 盖 为, EAM) C gn, x). 
E Xh:NxX 37 Ah(n,2) = Nien Me 那么 九 是 X 的 g BM. AF 
h(n,z) C g?(n, x), h Æ X Wh FERR. 又 由 于 Y, 是 内 部 保持 集 族 , 于 是 对 X 
的 点 x,y, Kn € N, 4i y € h(n, a), W h(n,y) C h(n,z). 由 命题 3.4.1, X 具有 
闭 包 保持 网 . 
下 面 讨论 大 半 层 空间 的 覆盖 性 质 . 
定理 3.4.8 k 半 层 空间 的 开 覆 盖 具 有 点 可 数 的 序列 开 加 细 . 
证 明 设 户 :Nx7 一 7° 是 空间 XX Hk 半 层 对 应 . 
(8.1) X 的 离散 闭 集 族 F = (Fa )aea 有 点 可 数 的 序列 开 扩张 . 
按 下 述 方式 归纳 定义 扩张 集 族 . 


PCG ) = Pos 
Pa(2) = P1(9) — Ugea tay Pa (2), 
P (D) = {Pa(S) faca- 


对 5€N<%, HAS) 已 经 定义 .下面 定义 Alon), ne N. id Z(6) = {Pa(d)}aca- 
定义 

Pz(n) = F(n, X ~ Usca y PHO) 

P. (6n) = Pz(6n) — Use, ro P3 (0) 

P(n) = {P,(5n)}aca- 
S Ua = U(P,(0) : 8 € N^", 4 = (Us]aea. WY 是 所 求 的 集 族 . 
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显然 , Fa = Po C Ua. 下 面 证 明 UV。 是 序列 开 集 . 设 序列 5 一 x € U,. f£ 
tt ô € NY, fi x € Ps(6). 让 Ma = Ugento PAO). Wa ¢ Ma, FES AFH 
F(m, X — Ma) = P* (ôm). 如 果 

C F(m,Ugse, (4 (X — Ma)) € Ugea (a4 0X — Mo), 
WfrfEBe€MA—iíohfExzex-Macx-Picx-P.8Ó 矛盾 故 
x € X — Usca (ay Pj (m), 所 以 5 终于 Ps(6m) C Ua. 

EU 不 是 点 可 数 的 , 那么 存在 x E X,5 e N<%, 使 对 不 可 数 个 a 有 zx € 已 (0). 
这 与 {P(6)}aea 的 互 不 相交 性 矛盾 . 

(8.2) X 是 亚 Lindelöf 空间 . 

对 X WY, 由 次 仿 紧 性 , YW AAWA Uer Fo HF = {Fo}oen, 
是 离散 的 . F, 有 点 可 数 的 序列 开 扩 张 2 = {Ua}oers. MWe E Y, 1E Fa C Wa. 
WU UJ aca; Wa N Ua EW 的 点 可 数 的 序列 开 加 细 . 

因为 大 FER k 空间 性 质 是 开 遗 传 性 质 , 由 定理 3.4.8 有 

推论 3.4.92?) k FYER k 空间 是 遗传 亚 Lindelöf 空间 . 

引 理 3.4.1001] k 半 层 空间 X FEX H : N x A(X) 一 v5, 满足 

(1) H(n,W) c H(n- LLW) CW; 

(2) V CW = H(n,V) C H(n, W); 

(3) EW 是 xz 的 序列 邻 域 , 则 收敛 于 x 的 序列 是 终于 某 H(m, W); 

(4) Æ {Ga jaca AEX 的 互 不 相交 族 且 me N, W CH(n, Ga) jaca 是 离散 族 . 

证 明 ig Æ X hk 半 层 函数 . ENH : Nx AX) 7° X H(n,W) = 
X — g(n, X - W). 

WwW 是 xz 的 序列 邻 域 且 tn c. AFE tn € X- H(i, W) = gli, X — W), 
则 存在 yi © X —W, f& an, € gli yi), BA y; > x, FE. 从 而 {rn} 是 终于 某 
H(m, W). 

W {Gahaca Æ X 的 互 不 相交 族 . 对 ze X, 让 

V = X — H(n,U{Ga : a E€ A, £ € Gs]). 
WaeeVer. WR rg Ga, WA VNA H(n, Ga) = Ø. IRH {H(n, Ga) jaci 是 
离散 族 . 

定理 3.4.11P243 k 半 层 的 正规 的 空间 是 遗传 仿 紧 空间 . 

证 明 设 半 层 空间 XX 是 正规 的 空间 . 由 于 XX Æ perfect 的 次 仿 紧 空间 ， 
RINE X 是 集 态 正规 空间 . w H 是 满足 引 理 3.4.10 要 求 的 对 应 .让 罗 = {Fa tacan 
Æ X 的 离散 闭 集 族 . 

(11.1) 多 有 互 不 相交 的 序列 邻 域 扩张 . 
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令 La = Ugen to) Fos Ga = Unen(H (n, X — La) - H(n, X — Fa)) Wl 
[Go]ae, 是 互 不 相交 族 . 设 序列 5 一 x € Fa AX La N Fa = S, S ATE 
H(m,X—La), Ha € H(m, X — F4), FHS AF H(m, X-L,)- H(m, X—F4) C 
G,. 

(11.2) F 有 离散 的 序列 邻 域 财 扩张 . 

HF H(n, X — Fa) N Fa = Ø, FE V.(n) € v, 1E 

Fy C V4(n) C Va(n) C X — H(n, X — Fa). 
让 Fa(n) = H (n, Ga) n Va (n), Wa =Unen Fa(n). M Wa Æ Fa 的 序列 邻 域 . 事实 
E, HPS sae Fa, WS BFR H(m,G,)n Valm) C Falm) C Wa- 

ib = (Wa)aea. WW 是 互 不 相交 的 , 下 面 证 明 它 是 闭 包 保持 的 闭 集 
WR. 对 A' C A, EFIS 一 xz g ULL Wa, Weg Uren Fa, FHS 终于 
X H(m,X —L); y Fa) BI a € An 2 m, A H(m, X - Fa) N Fa(n) = 9. 
4 E(m,M) = User nem Fo(n). 由 引 理 3.4.10, (Fo(n)]oe, 是 闭 离散 的 , 于 
是 已 (mA') 是 闭 的 且 z g E(m, M), 从 而 5 AF X — E(m, N), 所 以 9 终于 
X — Ue Was Bl Uc Wa 是 (序列 ) 闭 的 . 

(11.3) X 是 集 态 正规 空间 . 

W O6 dX 的 离散 闭 集 族 . 存在 离散 闭 集 族 列 {6}, E Ah E 26, 的 离 
散 的 序列 邻 域 闭 扩张 . 记 26, = (Hos]oen, Ha = Unen Hon; H = (Ho]oca. V 
序列 S + x € Hy. WATE i €N, 使 + © Hui, FHS AF Hac Ha, 所 以 
Ha € v. MH KA 的 互 不 相交 开 扩 张 . 

下 面 转 入 讨论 半 层 空间 的 映射 性 质 . 

定理 3.4.12P95) 半 层 空间 上 的 闭 映射 是 紧 覆 盖 映 射 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 闭 映 射 , 其 中 9 eX 的 半 层 函数 . 对 EK Ee 
AX (Y), RÆ zy € f! (y). $ E = (z,:y € K}. WW f(E) = F(E) = K. 为 完成 定 
理 的 证 明 , 只 须 验证 五 是 可 数 紧 的 . E {an} C E, 存在 zn € En g(n os). 若 无 限 
个 zn 相同 , 不 妨 设 z € g( tn), 则 {zn} ARA 若 所 有 的 z, 互 不 相同 , 则 fie 
是 一 对 一 的 且 {f(z)} 有 收敛 子 列 , 那么 {zn} BRA, 于 是 {z*} HA S. 

HEE 3.4.1327) 设 f:X 一 Y 是 闭 映射 , 其 中 X,Y 都 是 正则 空间 . AX 
是 半 层 空间 , WY 是 大 半 层 空间 . 

fra 3.4.1424. WE: X OY 是 伪 开 紧 映射 . AX Æ k 半 层 空间 , WY 是 
半 层 空间 . 

证 明 设 函 数 G : N x (X) 一 7(X) 满足 命题 1.4.15(3) 的 条 件 . 定义 函数 
D : NxT*(Y) 5 r(Y) W D(n, H) —int(f(G(n, f -! (H)))). W H C D(n, H), 于 是 
HC(\enD(n, H). WR y € Y — H, BA f! (y) f ! G1) = e. AA f^ (y) 是 
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X 的 紧 集 , FE m eN, 4E f! (y) A G(m, f! (H)) = e, B yg f(G(m, f (H))), 
从 而 y g D(m, H). 因此 , H = Npe D(n, H). 由 命题 1.4.4, Y 是 半 层 空间 . 

下 面 讨 论 引 理 2.7.20 Æ k 半 层 室 间 上 的 推广 . 套用 定理 3.4.11 的 证 明 , 有 下 
述 引 理 . 

引 理 3.4.15 WX ek KBB. Æ D — {fzu}jaex EX 的 离散 子 集 , 则 存 
TE D 的 互 不 相交 序列 邻 域 扩张 {0。}aen WE: XI A C A, {ya:aeEA UD 是 X 
的 序列 闭 集 , 其 中 ya € Us. 

证 明 i H ek YATE X 的 满足 引 理 3.4.10 要 求 的 对 应 . 对 a € A, > 

La = {ara¥ B € A}, 

Ga = Unen(H (n, X — La) — H (n, X — {ra})), 

Ua = Unen (H (n, Ga) — H (n, X — {xa})). 
MW Ua C Ga H Ua Æ x, 的 序列 邻 域 . 事实 上 , 若 序 列 S 一 ra, 因为 ze € La, S 
终于 某 H(m,X — La), FÆ S AF H(m, X — Lj) - H(m, X — (x4)) C Gs. 由 
3|38 3.4.10, S 终于 某 H(k,G4) — H(k, X — (z4)) C Ua. 

A WE, {Gajac 是 互 不 相交 族 , 从 而 (Us)aea 是 互 不 相交 族 . BALE 
N C A, f (y, : o € AUD 不 是 X 的 序列 闭 集 , 则 存在 {ys : ae A — D PAE 
平凡 的 序列 工 收敛 于 某 点 gD. 不 妨 设 , TE m EN, 使 LC H(m, X — D). 38 
么 对 a c A,n >m, ALC H(n, X —(z.)), AML C Uscrnem H(n, Ga), 因此 
存在 工 WERTE L 和 n <m, f& L' C Une, H(n, Ga). 由 引 理 3.4.10(4), L 是 
X 的 离散 闭 集 , 矛盾 . 

定理 3.4.16 设 f:X 一 Y 是 闭 映射 ,其 中 XX ek 半 层 的 k 空间 . EY 不 
含 闭 子 空间 同 胚 于 So (So), 则 f 是 边缘 紧 映 射 (边缘 工 映射 ). 

证 明 对 yeY, 置 4= {ee Of (y): FEX- (y) 中 的 序列 收敛 于 c}. 

(16.1) A = 8f 1 (y). 

若 不 然 , B= f(y) -—A,C=df(y)-—A. RA e zZCcB. E X HF 
J) K KAFEA rc B, WR x € int(f- (y), WK BAF B 的 ; WR z e C, A 
4 AU(X — f-(y)) Ma K 中 的 有 限 项 , 则 天 也 是 终于 B 的 . 从 而 B 是 XX 的 序 
列 开 集 , 因此 B Æ X 的 开 集 , 所 以 B C int(f ^! (y)), BHC = C Ninf (y)) = e, 
矛盾 . 

(16.2) RY 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 So. 

E ADEX 的 Ni 紧 子 集 , 则 子 空间 4 含 不 可 数 的 离散 闭 集 DD = {zu :a < 
wit. 存在 DD 的 互 不 相交 的 序列 邻 域 扩张 (Usu, 满足 引 理 3.4.15 的 要 求 . 对 
Qa <w K ya € Ua 一 了 1(y), WR (yo oco, 中 含 序列 收敛 于 某 点 ze D, 由 于 DD 
是 A WHR, 于 是 Ie DN A — D, 所 以 存在 6 < w, f x — zo € Ug, 那么 无 限 
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个 Ya € Ug, 矛盾 . 由 引 理 3.4.15, (an taee, ze X 的 闭 离 散 集 . 对 a< W1, 存在 
X — f^! (y) 的 序列 La WF za. W (yg U(U(f(La) :a < wy BY WRF 
So 的 闭 子 空间 . 矛盾 . 

现在 , 设 A EX 的 Ni ATE, 由 推论 3.2.15 和 命题 1.5.8, A 是 可 分 的 , 于 是 
A= 0f-(y) 是 可 分 的 . 由 推论 3.4.9, 9 广 !(y) 是 Lindelöf 空间 . 

(16.3) RY 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 So. 

由 (16.2) 类 似 的 证 明 , 4 的 任何 可 数 无 限 子 集 在 4 PARE, 于 是 4 是 可 数 
紧 的 , 从 而 4 是 紧 的 . W af y) = A 是 紧 的 . 

问题 3.4.17 半 层 空间 是 否 满足 逆 紧 逆 象 Gs 对 角 线 定理 ? 

例 3.4.18 k 半 层 空间 类 . 

(1) 局 部 紧 , HA, 可 展 + W Lindelöf 空间 , 如 Isbell-Mrówka 空间 v(N) (ffl 
1.8.4). 

(2) k #2 » W Lindelöf 空间 P219]. 

WX =RU (Unen Q x {1/n}). X 赋予 下 述 拓扑 : 

(18.1) X - R Bde X 的 孤立 点 ; 

(18.2) 对 x € R, x 的 邻 域 基 元 形 如 

(x) U CU (lass, 2) NQ) x {1/n}), Erf m EN, Gen < z. 
n>m 
则 X 是 正则 空间 . 

HY R 及 Q x {1/n} Æ X 的 闭 离散 子 空间 , 所 以 和 是 o WARTH. PX 
存在 无 限 紧 集 K, 那么 对 无 限 个 mn 及 (Q x {1/n}) 4 2. BH K 是 度量 空间 ， 
存在 (n) 的 子 列 (nj) Ra; € Kn (Q x {1/n,}), fi x, 5 to € R. Wie N, id 
xi = (ri, 1/ni). 由 xo 邻 域 的 构成 , 不 妨 设 7; < xo. XI n € N, $ 


| (ri 29)/2, Nn = n, 
Qn — 


to — l, n= n;i EN. 
JF Hog X 
U = (zo) U (J (lan; £0) N Q) x {1/n}). 


mEN 
那么 zoEVer(X), HAMA x; ¢ U, TIS. 因此 X 的 所 有 紧 集 是 有 限 集 . 又 由 
FX 是 o 闭 离散 空间 , 所 以 X 具有 o 闭 包 保 持 网 , 故 X Ek 半 层 空间 . 利用 
X 的 可 分 性 及 以 的 闭 离散 性 , X 既 不 是 正规 空间 , 也 不 是 亚 Lindelöf 空间 . 

(3) Fogedl!#3] 已 构造 例子 : k 半 层 的 k 空间 未 必 是 正规 空间 ; 在 MA4--CH 
假设 下 , 存在 非 仿 紧 的 大 半 层 的 正规 空间 . 

例 3.4.19 k 半 层 空间 类 与 映射 . 
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(1) 存在 闭 工 映射 f :XX >Y, 其 中 XX 是 No 空间 ,YY ASAT SARA 
So, 但 不 是 边缘 紧 映射 . 

WX 是 BN 的 满足 NCX 且 |X —N| 2 No 的 子 空间 . WX 具有 可 数 cs W, 
所 以 X 是 No 空间 . 让 C= 一 NN. ig X f: X — XJ/C 是 自然 商 映射 . 则 了 是 闭 
L 映射 ,于 是 了 人 是 紧 履 盖 映 射 . 因为 X 的 紧 集 都 是 有 限 集 , 所 以 f(x) 的 紧 集 也 是 
ARE, 于 是 商 空 间 X/C AS AFA So 由 于 0 广 !(IC]) = C, 所以/ 
不 是 边缘 紧 映 射 . 

(2) 存在 闭 映 射 f : X 一 S, 其 中 X 是 Moore 空间 , 但 f 不 是 边缘 工 映射 . 
如 例 2.6.6, 这 时 0f! (0) = w(N) — N FÆ Lindelöf 空间 . 

(3) 存在 闭 映射 f : X — Y, 其 中 X 是 NN 空间 ,YY 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 5,， 
但 f 不 是 边缘 工 映射 ( 刘 川 , 2005). 

对 Arens 空间 S2 = {O} UNU(N x N) (ffl 1.8.6), K a < wi, * Xa = S2 —N. 
则 X。 是 仿 紧 N 空间. iE X = Bie, Xo, 再 让 A 是 X 的 全 体 聚 点 之 集 . 则 A 是 
仿 紧 空间 X 的 闭 集 . WARY = X/A, ik f: XY 是 自然 商 映 射 . 则 f 是 
闭 映 射 , 从 而 f 是 紧 履 盖 映 射 . 由 于 X 的 紧 集 都 是 有 限 集 , 所 以 Y 不 含 闭 子 空间 
ARF So. 但 9f-1([4]) = A FÆ Lindelöf 空间 . 

问题 3.4.20 EMHI k, o 空间 是 否 是 仿 紧 空间 ? 

问题 3.4.21 具有 星 可 数 网 的 正则 的 空间 是 否 是 半 层 空间 ? 

问题 3.4.22 半 层 空间 的 正则 的 伪 开 紧 映 象 是 否 是 o 空间 ? 


35 M; ^ fH 


Ceder’ 引进 的 M; 空间 揭 开 了 广义 度量 空间 的 研究 序幕 , 而 Ceder 所 提出 
的 “是 否 Ms 空间 是 Ms 空间 ”以 及 “是 否 Ms 空间 是 Mi 空间 ”问题 构成 了 一 般 
拓扑 学 中 最 困难 的 经 典 性 问题 之 一 091.329]. Gruenhagel!®, Junnilali*8 独立 地 证 
明了 “Ms 空间 是 Ms TEP. 这 一 成 功 激励 人 们 以 更 大 的 热情 倾注 于 “是 否 Ms T 
间 是 M, 空间 ”问题 的 研究 , 导致 了 20 世纪 70 年 代 末 至 80 FER, M; 空间 研究 的 
迅猛 浪潮 . 尽管 Ceder 问题 没有 最 终 解决 , 但 是 人 们 对 该 问题 的 探索 开创 了 若干 方 
iE, 给 出 了 一 系列 的 等 价 条 件 , 获得 了 重要 进展 . 本 节 分 两 部 分 介绍 关于 M, 空间 
研究 中 最 重要 的 成 果 . 第 一 部 分 , 讨论 Ms 空间 的 特性 , 应 用 Junnila!55. 的 方法 证 
AA Ms 空间 是 Ms 空间 . 第 二 部 分 , 研究 M, 空间 的 等 价 条 件 , 主要 采用 Tto 79 1801 
的 技巧 和 介绍 Mizokami 等 294 295) 的 工作 , 关注 遗传 Mi 空间 类 和 每 一 点 具有 闭 
包 保 持 局 部 基 的 Ms 空间 类 , 利用 映射 建立 了 Ceder 问题 解决 的 判别 法 则 , 产生 了 
M; 空间 的 映射 定理 . 
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为 了 便于 了 解 M; 空间 研究 的 来 龙 去 脉 , 罗列 1961 年 Ceder 提出 的 主要 问 


问题 3.5.1 Ceder 问题 . 

(1) Mz 空间 是 否 是 Mi 空间 ? 

(2) Ms 空间 是 否 是 M» 空间 ? 

(3) 每 一 点 , 或 每 一 闭 集 具有 闭 包 保持 开 令 域 基 的 Ms 空间 是 否 是 Mi 空间 ? 
) M, 空间 的 每 一 闭 集 是 否 具 有 闭 包 保持 开 邻 域 基 ? 
) 
) 
) 


(5) M, 空间 是 否 具有 闭 遗 传 性 ? 

(6) 闭 映 射 或 逆 紧 映射 是 否 保持 Mi 空间 ? 

(7) Æ A 是 Mi 空间 X 的 闭 子 空间 , 那么 X/4 是 否 是 Mi 空间 ? 
(8) 团 映射 是 否 保 持 Ms 空间 ? 

首先 , 建立 Ms 空间 的 特性 . 

ME 3.5.209. 79] X 是 Ms 空间 当 且 仅 当 X 是 仿 紧 o 空间 , 并 且 X. 的 每 一 
闭 集 在 X 中 具有 (o) 闭 包 保持 的 拟 基 . 

证 明 ”必要 性 . 显然 , Mo 空间 是 仿 紧 o 空间 . WU ew Bn 是 Ms 空间 X 的 
拟 基 , 其 中 22, 是 闭 包 保持 的 闭 集 族 . 对 F e 7°, 存在 X 中 递减 的 开 集 列 {Gn}, 
I€ F C Gn HF = pen Gn: X n6€N, & Hn = Gn, Ya = Ann, WU EX 
的 闭 包 保持 的 闭 集 族 . 由 于 {Hn : n € N) 在 XX 一 是 局 部 有 限 的 , FÆ Uen Y 
E X — F RAMAN. 定义 

Y = {UU i7 C Unen Yat 

X —(VeY:FcV?) 
MAY YE X — F 是 闭 包 保持 的 , 从 而 W J& X 的 闭 包 保持 集 族 . Ha co F CGer. 
THE n, EN, B, € Bn, IE £ € Be C Br, CG. EV = Urep (Bnn N Hs), WA 
VEY HFcV*cVcG. Bt X $E F Xe X 中 的 闭 包 保 持 拟 基 . 

FAVE. 设 仿 紧 o 空间 X 的 每 一 闭 集 在 X 中 具有 o 闭 包 保 持 的 拟 基 . 让 
Unen An Æ X WA, 其 中 P, 是 离散 闭 集 族 . 对 ne N, id A, = (Pajaca,. W 
FERRER Hp = (Hao)oca,, IE Pa C Ha. 对 a € An, iE Upen Zak FE Pa 
fr X "BUE, 其 中 Zar 是 XX 的 闭 包 保 持 集 族 且 UG C Ha. 对 n,keN, 置 

Bak = Bak : a E Mn}. 
那么 多 ,; 是 X 的 闭 包 保持 集 族 . 对 zeEUer, 存 在 7nEN,aweA ,使 zeEPcC 
U, 于 是 存在 ke N, Be Boxy, IEP, C BBC BCU, Mize B C BCU. th 
Un pen 多 nx Œ X Wo 闭 包 保持 的 拟 基 , 因而 X 是 Ms 空间 . 
定理 3.5.3039, 158 Ms 空间 是 Ms 空间 . 
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证 明 设 g 是 Ms 空间 X 的 层 函 数 . 那么 93 也 是 X 的 层 函数 . 事实 上 , F yE 
X-H € r, WHE m EN, 使 y € gm, H), 于 是 存在 2 m, f y € g(n, g(m, H)), 
从 而 存在 大 > n, fi y d g(k, g(n, g(m, H))) 2 g?(k, H). 由 引 理 3.4.6, Xf m € N, f£ 
E X 的 点 有 限 开 覆盖 M, IEX x € X AG). C g(n,z). EX h:Nx Xr 
AJ h(n,z) = Q(U;z, Vida BA h Æ X W g PAB, h(n, x) C g?(n, x), HAR X W 
点 X,Y RnEN, Axreh(n,y), W h(n,z) C h(n,y). 由 命题 1.3.12, X 是 Mo 空 
间 . 

从 而 , My 空间 类 = Ms 空间 类 = 层 空 间 类 . 

命题 3.5.40601 闭 映射 保持 单调 正规 性 质 . 

证 明 E ff: XY 是 闭 映射 , 其 中 Di 是 X 的 单调 正规 算 子 . 对 Y 中 不 相 
交 的 闭 集 万 , K, 定义 

D2(H, K) =Y — f(X — Di(f * (H), f (K))). 
354A H C D(H, K) € TY). 显然 , HY PARANA H, K' WA HC 
H', K 5 K', W Do(H, K) C DZ(H', K). Hy € K, BA 


y € Y — fUA(f Gl), f (K))), 


而 D(H,K) C f(Di(f ! G1), £1 (€))), PA y € D(H, K), 从 而 D(H, K) C 
Y-K. B D; 是 Y 的 单调 正规 算 子 , 因此 YY 是 单调 正规 空间 . 

定理 3.5.5059]. (1) 闭 映 射 保持 Ms 空间 性 质 . 

(2) Ms 空间 性 质 满足 逆 紧 逆 象 Gs 对 角 线 定理 . 

证 明 由 命题 3.5.4, 3.3.16 和 定理 1.4.14 得 (1). 由 推论 2.2.11 和 2.1.9 得 (2). 

本 节 第 二 部 分 , 讨论 Mi 空间 类 的 性 质 . 首先 , 介绍 Mi 空间 类 的 一 些 子 类 , 它 
们 是 与 Ceder 问题 息息相关 的 . 为 了 便于 叙述 起 见 , 本 节 中 2 表示 每 一 点 具有 闭 
包 保 持 局 部 基 的 Ms 空间 类 . 第 一 可 数 的 Ms 空间 称 为 Nagata 空间 i79). 

定理 3.5.6079) 遗传 Mi 空间 类 CP 类 . 

证 明 设 X 是 遗传 Mi 空间 . 对 ze X, 断言 : 存在 XX 的 正则 闭 集 H, Ao, 
满足 

(6.1) X = Hı U Hs; 

(6.2) Xf i = 1,2, d x € Hi, WHEF ZI A, HAAR {Hin}, f {£} = 
(rer Pe 

事实 上 , 选取 X 的 正则 开 集 列 {G,}, 使 (2) = Oren Gn H Gra c Gr c 
G,-X.4 


Hi = LJ cw Gon-1 E Gon, 
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H3 = Uen Gan — Gan41- 
Wu] X =H, U Ha. ANG, Æ X 的 正则 开 集 , MUG, -Gni = Gn — Grp 是 正 
则 闭 集 , 从 而 Hy, H Æ X 的 正则 闭 集 . A 
Ain = Hi N G2n_1, Hon = H2 N Gon. 

那么 Hi, — Hi f1 G3, 2, Hon = Ay al Gon_1: 于 是 {Hin} 是 子 空间 H; 的 开 闭 集 
列 , HHE x € Hi, BA (x) = (|, es Hin. 

Mi=1,2,8c¢H, E Z; =Ø. # re H, 因为 Hi 是 Mi ZA, RU nM 
fe v E H, 的 局 部 基 , 其 中 2, 是 H; 的 闭 包 保持 集 族 , 那么 Y; = Unel Vaa, ) 是 
a EH, 的 闭 包 保 持 局 部 基 . + B=. WA, 是 x TE H; 的 闭 包 保 持 的 正则 闭 
拟 基 , 这 时 A; 也 是 X 的 正则 闭 集 族 . 定义 

B = {BiUB,:B;e Bı, i = 1,2}. 

由 (6.1), 多 是 xz 在 XX 的 闭 包 保持 的 正则 闭 拟 基 , 从 而 B° Æ r EX 的 闭 包 保持 
的 局 部 基 . 

引 理 3.5.7B7 WX 是 o 空间 . HF EX 的 闭 包 保 持 的 闭 集 族 , WEE X 
No 闭 离散 的 稠 集 D, WEN F EF, FAD EF WAR. 

证 明 设 函 数 G :N x 7 一 7 满足 命题 1.4.4(3) 的 要 求 . > 

QF) =NF' — UF — F), F! CF; 
HR Q) =X —UF. BA (QUZ') : F' CF} EX HEH. 对 ne N, E 
QF) =nF' — G(n, WF —F')),F' C F; 
其 中 Q(B) = X — G(n,UF). BA UAF) = Unen Qn(F') B {Qn(F') : F' C 
F) 是 X 的 离散 闭 集 族 . 事实 上 , 对 ze X, 定义 
U = G(n, {z}) - UC7 — (Fz). 

MaeUer. H (F) 4 F CF, WREEF €F —(F)x, MQF) CF A 
U CX-U(F-(F)r) C X-F, FÆQ (FYNU = e; WREE F e (F) -F', 
那么 Qn(F") c X —G(n, UF = F')) c X —G(n,F) c X — G(n, xp, 从 而 
Q,(F 00 = Ø. 


4 


2 = {Qa F): F' C Zn e N). 
Jj 2 3€ (Q7) :.Z' CF} 的 o 离散 闭 加 细 . Vx € à OX No 离散 闭 网 . 对 
HE #,Q€2,8 HnQzoe,WoEgEs(H,Q)ueHnq. 定义 
D={2(H,Q@): HE #,Q€2,HNQF GS}. 
则 D 满足 引 理 的 要 求 . BR, DEX Ho 闭 离散 集 . WP oF, RF 的 非 空 开 
REW, 存在 Ve7, 使 VNF=W. Bog y € W. 那么 存在 五 & 2£,Q € 2, fi 
yeHnQcHcV.iiQ-Qq,(7), HHnEN, Fc F. HF QNFH#D, F 
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Æ F € F', 从 而 QCF, 因 此 z(H,Q)eE HNQCVNF=AW,MFODEFN 
PASE. 同 理 可 证 , D Æ X 的 稠 集 . 

定理 3.5.8050] 3$ X ec AR, WX 的 每 一 闭 集 在 X 中 具有 闭 包 保持 的 开 
邻 域 基 . 

证 明 WF ec 由 命题 3.5.2, 已 在 X 中 具有 闭 包 保持 的 闭 拟 基 多 . 由 
引 理 3.5.7, X 存在 子 集 D = Unen Dn, 其 中 D, Æ X 的 闭 离散 子 空间 , 满足 对 
UEV,UND EU PR. 对 ne N, X 有 离散 开 集 族 {Gs}zep,, f x € Gs. 对 
x ED, 让 是 x 的 闭 包 保 持 的 局 部 基 . 不 妨 设 ,对 x € Di, 有 UW C G,ng(n, x), 
其 中 9 是 X 的 层 函数 . 

PK o 是 UND 上 的 选择 函数 , BARBA o: UND > Uep Ve WE plr) € *;. 
对 Te 多 RUAD 上 的 选择 函数 p, 定义 

BU, 9) = Ufy(a): £ € UND}. 


置 
45 —(B(U,o) :Uc oU n D ELMER ). 

fkuE B dé F XE X 的 闭 包 保持 的 正则 闭 拟 基 . 

(8.1) 多 是 下 在 XX 的 正则 闭 拟 基 . 

显然 , 多 dé X 的 正则 闭 集 族 . 对 B(U, o) Z, 由 于 UND ÆU WISIS, 所 
以 FCcCU CU=UNDCB(Uyp). 设 FCWer. 取 WE7T, 使 FCW'c 
W CW. 存在 UE, 使 FcCU CUCW'. 对 zeEUND, FE G(r) € ,使 
x E€ plz) CW’. WA gp 是 UND 上 的 选择 函数 , H B(U, 0) cW C W. 

(8.2) 多 是 X 的 闭 包 保 持 集 族 . 

XP c,peX —UZ', E 


4/' -(U EU : 存在 UND 上 的 选择 函数 y, 使 B(U, v) € 2". 


由 于 UV CB(UV,w), 所 以 p Ee X —UW' er, 于 是 存在 Ke N, 使 pg glk, UY. 
WH-X-g(kUZ". 那么 pEHET. 9JU€V'n2kEzreUnD,, f 
plx) C UT, C g(n,z) C glk, UY') C X — H, Afix B(U,v) € BA 

BU, ~) NH 2U(e(z): ze Un(U(D, :n < k])) n H. 
E {Ga :r €U, s Dn}, % 分 别 是 局 部 有 限 集 族 和 闭 包 保持 集 族 , HUY, C Gy, 
所 以 


Y —U(*,:z€D,,n«k) 
是 闭 包 保持 集 族 , 于 是 {p(x) : x € Un (Uncek Dn), BU, p) € BY 是 闭 包 保 持 的 ， 
因此 p44 U 多 '. RUB’ 是 X WA. 
由 (8.1) 和 (8.2), Z° Æ F TE X 中 闭 包 保 持 的 开 邻 域 基 . 
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与 命题 3.5.2 相似 , 有 下 述 定理 . 

定理 3.5.9099 X 是 M, 空间 当 且 仅 当 X 是 仿 紧 o 空间 , HA X 的 每 一 闭 
REX 中 具有 (0) 闭 包 保持 的 开 邻 域 基 . 

这 一 定理 充分 性 的 证 明 类 似 命题 3.5.2, 必要 性 的 证 明 相 当 困 难 , 是 2004 年 
Mizokami"94 的 重要 结果 . 有 兴趣 的 读者 可 阅读 Mizokami 的 原文 . 

推论 3.5.10(189 Nagata 空间 是 遗传 M, 空间 . 

至 此 , Nagata 空间 类 C 遗传 Mi 空间 类 C AP 类 = M, 空间 类 .2000 年 
Mizokami 和 Shimane!" 证 明了 比 推论 3.5.10 更 有 力 的 结果 : Ms 的 大 空间 是 Mi 
空间 . 这 些 空间 类 的 引入 和 探讨 起 因 于 Ceder 的 Mi 空间 问题 . 他 们 之 间 的 进一步 
关系 以 及 Ceder 问题 的 最 终 解决 将 通过 映射 作为 桥梁 . 

定理 3.5.1109! (Heath-Junnila 定理 ) x X 是 Ms 空间 . 

(1) 存在 M, 空间 Z, 使 X TRF 2 的 闭 子 空间 . 

(2) 存在 M, 空间 Y, 使 X 是 Y BRA S. 

证 明 RZ= X xS. 集合 2 赋予 下 述 拓扑 :X x (Si 一 {0}) 的 点 取 为 2 的 
孤立 点 ; X x {0} 中 点 的 邻 域 基 取 为 X x S, 中 相应 点 在 积 拓扑 下 的 邻 域 基 . 显然 ， 
Z 是 正则 空间 , 并 且 X AEF 2Z 的 闭 子 空间 X x {0}. W Bc X, 定义 

B[0] = B x {0}; 
Bin] = B x ({O} U{1/k:k > n}), nEN. 
BEX WA, WA Bin] = Bln] — BO, 于 是 Bln] Æ Z 的 正则 闭 集 . 
(11.1) Z 是 Mi 空间 . 
由 定理 3.5.3, X 具有 闭 拟 基 Z = UN Zn HEF, 是 闭 包 保持 的 . E 
Uam = {Blm]: B E€ Za}, n,m EN; 
Fn = 1((z,1/n)):zeX). 
则 Wom Æ Z 的 闭 包 保持 的 正则 闭 集 族 , h 是 2 的 离散 开 闭 集 族 ,从 而 
(U, en Zam) U (Unen Yn) 是 2 的 c 闭 包 保持 的 正则 闭 拟 基 . 由 命题 1.3.11， 
Z 是 M, 空间 . 
由 引 理 3.5.7, X FERR D = Unen Dn, 其 中 D, 是 X 的 闭 离散 子 空间 且 
D, C Di 满足 对 B € 多, BND 是 B WAR. 定义 
Y = X[0] U (U(D, x {1/n} : n e NJ). 
(11.2) Y 是 Mi 空间 . 
先 证 明 : 对 B € Z, cly((B[n] - BI0) n Y) = B[n] NY. 事实 上 , BR, 
cly ((B[n] - BIO) NY) c Bin] - BIO] NY = Bi] n Y. 
ZircB,WW 是 z EX HM, Wk on, HF BADAT B, FE m >k 
x! E BAW A Dm, BBA (2',1/m) e W[k] n ((B[n] — B[0]) n Y), 因而 
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Bin] NY C cly((B[n] — B[0]) n Y). 

这 表明 B[n]nY 是 Y 的 正则 闭 集 , 从 而 (Un men Vamy) U (Unen Puy) 是 Y 的 
c 闭 包 保 持 的 正则 闭 拟 基 . CY 是 Mi 空间 . 

(11.3) X BY 的 逆 紧 映 象 . 

KR f=my:Y X. 显然 , f 是 紧 映 射 . WY WARP, r6 X — f(F), 

4 (z;0) € Ff, 于 是 存在 x 的 开 邻 域 Mm CN, f& Vim] n F = 2. 对 

n < m, 由 于 xz d f(Fn(X x (1/n)) C Da, 所 以 存在 x 的 开 邻 域 Va, 使 
V,nf(Fn(Xx11/np)) 2s. $U-Vn((), V4). BAe eu €7(X) H 
Un f(F)- e, Ait f(F) €7°(X). 故 f AE BUM, 因此 f Ie ERR. 

在 Mizokami 还 没有 证 明定 理 3.5.9 之 前 , Itoll 证 明了 定理 3.5.11 中 的 空间 
2Z 和 YY 都 属于 类 7. 

推论 3.5.12059] 下 述 条 件 等 价 : 

(1) Ms 空间 类 =M, 空间 类 ; 

(2) M, 空间 具有 闭 遗 传 性 质 ; 

(3) M, 空间 关于 闭 映射 封闭 ; 

(4) Mi 空间 关于 逆 紧 映射 封闭 . 

由 此 , Ceder 问题 归结 为 Mi 空间 的 映射 性 质 . 下 面 介绍 M 空间 的 映射 定理 . 

EX 3.5.13 WRJ f: X SY. 

(1) f 称 为 不 可 约 映射 OO 若 对 X 的 真 闭 子 集 FF, f(F) AY 

(2) f MAMI, 若 对 X 的 非 空 开 集 U, f(U)* Ø. 

显然 , 开 映 射 是 拟 开 上 映射. 

命题 3.5.14) 不 可 约 的 伪 开 映射 是 拟 开 映 射 . 

证 明 dx f:X Y 是 不 可 约 的 伪 开 上 映射. 对 UeT(X) 一 {5}, AF f WA 
可 约 性 , FE y E Y -— f(X —U), W f(y) CD 于 是 ye fU), MU FU) Z o. 
故 上 是 拟 开 映射 . 

引 理 3.5.1599] i f: X 一 Y 是 拟 开 的 闭 映 射 . 若 多 是 X 的 闭 包 保持 的 
开 集 族 , 则 f(A)? 是 了 的 闭 包 保 持 集 族 . 

WEBB Xt c Z, Hy c uf(By, e c f(UB’), 于 是 存在 B € d, 
使 f-(ynB £z 9. ByeVerY) BASIV) NBA DS, FEZ 
f(f-(V)n B9? 2Vnf(By, Bib y e f(B)s. 因此 了 (多 )? 是 Y 的 闭 包 保 持 集 族 . 

EH 3.5.16 ” 拟 开 的 闭 映射 保持 Mi 空间 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 拟 开 的 闭 映射 ,其 中 XX 是 Mi 空间 . 由 定理 3.5.5, Y 
是 Ms 空间 . X y € Y, 由 定理 3.5.9, f(y) EX 中 具有 闭 包 保 持 的 开 邻 域 基 2, 
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又 由 引 理 3.5.15, (2) Æ y 的 闭 包 保持 局 部 基 . 再 由 定理 3.5.8 43.5.9, Y 是 Mi 
空间 . 

由 命题 3.5.14, 有 下 述 推论 , 它 回 答 了 一 个 经 典 问题 921. 322). 

推论 3.5.17 不 可 约 的 闭 映射 保持 My 空间 

命题 3.5.18 若 4 是 Mi 空间 X 的 闭 子 空间 , W X/A 是 Mi 空间 . 

证 明 ikg: X — X/A 是 自然 商 映 射 . 则 g 是 闭 映射 ,于 是 X/4 是 Ms 空间 . 
由 定理 3.5.9, X/A 的 每 一 点 具有 闭 包 保持 的 局 部 基 , 从 而 X/A 是 Mi 空间 . 

至 此 , 3.5.1 中 的 问题 (2) — (4) 和 (7), (8) 的 回答 是 肯定 的 , 问题 (1), (5) 和 (6) 
是 相互 等 价 的 . 关于 Mi 空间 映射 性 质 的 重要 成 果 是 下 述 tol 的 定理 . 限于 篇 
li, 不 在 这 里 叙述 他 的 证 明 . 

定理 3.5.1907 闭 映 射 保持 遗传 Mi 空间 

推论 3.5.20B53] Lasnev 空间 是 遗传 Mi 空间 . 

问题 3.5.21094 x X Æ Fréchet 的 层 空间 . AX 具有 点 可 数 网 , X 是 否 
是 Lasnev 空间 ? 

例 3.5.22 M; 空间 类 . 

(1) 遗传 Mi 空间 æ k TEJ, 如 Michael 空间 ( 例 1.8.8). 

(2) Nagata 空间 z» La&nev 空间 , 如 蝶 形 空间 ( 例 1.8.3). 

(3) 单调 正规 空间 = Ms 空间 , 如 Sorgenfrey 直线 ( 例 1.8.9). 


3.6 可 展 空间 


由 度量 化 定理 的 覆盖 列 形式 引出 了 可 展 空间 , 利用 覆盖 列 可 以 定义 或 刻画 一 
大 类 的 广义 度量 空间 , 如 M 空间 , wa 空间 , p 空间 , 严格 p 空间 等 . 在 第 2 章 已 经 
看 到 它们 对 研究 度量 空间 的 作用 . 本 节 的 目的 是 给 出 与 可 展 空 间 有 关 的 一 些 广义 
度量 空间 的 刻画 和 映射 定理 . 特别 地 , 详细 论证 了 江 守 礼 ns5 定理 : 严格 p 空间 是 
次 亚 紧 空间 . 这 一 定理 解决 了 一 般 拓 扑 学 名 家 长 期 未 能 回答 的 经 典 难 题 . 

定理 3.6.1059 ( 江 守 礼 定理 ) 具有 严格 p 序列 的 空间 是 次 亚 紧 空间 . 

证 明 x (45) 是 空间 X 的 严格 p 序列 , RM, MAY. RY = 
{Unhocy Æ X 的 良 序 开 和 覆盖 , 其 中 当 a < p <y 时 , Ua C Ug. Mare X, 定义 

Cz = Mren St(t, Ya), 


a(x) = min(o < y: z € Ug}, 

B(x) = min{ p < y: C; C Ug), 

n(x) = min{n € N : st(z, Yn) C Ug(a;]. 
Xf n € N, Mie Uo € (Yn) g”, SE C; C UTE. 记 
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Ls e UC END a 
现在 , KT m e N, 归纳 构造 X BT ss RU BOR Am, IEU nen Zm Æ Y 
的 e 开 加 细 序 列 . 为 简洁 起 见 , 约定 : 
(i) Zi f IAN ETRE N 内 的 函数 , Hn © N — {1}, fin = fiai ny 
(ii) Æ P 是 X WRK, X n eN, P = {PC P: P| =n}. 
4 4) = (27. 假设 对 固定 的 m € N, Zm 是 X 的 开 覆 盖 的 可 数 族 . X n EN, 


^ 
F; = 2; 
F, ={f: f Æ {1,2 ,n—-1) BIN ARRA n > 1; 
F = Unen Fn. 


WE H € Rm 下面 对 f e F, 归纳 定义 X 的 开 集 族 V (2€, f). 
首先 , E 4 (20,0) =O. W f E Fri, 并 且 已 定义 了 X HRR V7 (2€, fin). 
*X Y EH", 置 
UV, f) = WU pony Y = (Hy, y € UTZ (77, fin)}, 
4 (2€, f) =U, fin) LUV f) VER}. 
再 置 
Bm — (A C By X F : |A| < No}, 
Bry = fux Nx N. 
XL A € An, 4 H(A) = UL (SH, f) : (€, f) e A}. WBE Bn, WB = (Ai, j), 


H (B) = (H(B, B)} p<, 
其 中 
H(B,8) = U{Ujy : y ¢ UX (A), n(y) < i, B(y) = Bj. 
Xt E E (Gn U Bm), k EN, & 
HE) = UL (E): E € £}, 
HE) = H (EJU {Ua NU : a <y, U EW HU c U2C(&)). 


ua = Bm U {H(E): k EN, E € (Ln U Bm) ”}. 


(1.1) 可 数 族 Bing 的 每 一 元 是 2 的 开 加 细 . 

由 HE) 的 定义 , 罗 的 每 一 元 是 X NHB. 2€ € By, 设 n Ee 
N, f € Fay HY E HH, 则 存在 a< ,使 Yc Us, FJ&U(Y,f) C Us. 对 
B € Bm, B <7, A H(B,B) C Us. Ait 26: (5) WA a. 
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4 R = men Zm- 

(1.2) Hae X, Z € Ze, HARMS: NON, 满足 对 ne N,z DUST 
UIH, fin) 中 有 限 个 元 . 

用 归纳 法 定义 f. W fu =o. Hn EN, 若 已 定义 了 fin 满足 要 求 . 对 ie N, 
取 fi € Fai, 使 fin = fin H fi(n) = i. 如 果 存 在 2" 的 由 互 不 相同 元 组 
成 的 子 集 {Lhen 使 z € U( f), HA 系 引 理 e AEN KEREJ 及 
人 CAH, 使 对 i 关 j ETI, AVY 9 A. Mie J, FE x, € UA (2C, fin), W 
KEV, = (H) x, B. ti € Uiz,. FH x; € st(x, 44), 从 而 序列 {x;} 有 聚 点 pe X, W 
4 p€O,. 4 Y =(H)y. d |Y| n+, EV BV KE n+ 个 元 的 子 集 , 那 
BB iC J, Ez; COW’, MW c *;, 矛盾. 因此 , |V|<ntl. Riz 4 € J, W 
Ri zz; ENV. WV CNG, FE|V| «n, 因而 pe UY (A, fin), WA ke J, 
使 zk € UU (HA, fin), 矛盾 . 

对 zeXieKN, X 


则 

(1.3) Se n X; C Sz. 

Bz E NX 那么 对 ye Se, A aly) > a(x), Ast a(z) > a(x). tt 
R p(z) > B(x), Ry € Uiz n S, Xi, WA Bly) < B(z) H nly) < i, Mi 
st(y,%) C Usa). FAC, 的 紧 性 , 选取 pe C., fi alp) = B(z). MEU c Y, W 
p € U C st(y, 4j) C Usu) 因而 alp) < Bly) < B(x) < B(z) = alp), 矛盾 . 故 
B(z) < B(x), 所 以 z € Sz. 

下 面 转 入 证 明 罗 是 X 的 0 序列 . 若 不 然 , 定义 

Y = {yE X: FEA € 22 fi |(H)y| < No}. 

W X —Y z o, TJéffiE x € X — Y, fF B(x) = mn(f(z):ze X-Y). 由 
此 , My € S,, BEE n EN, H ER f |\(H),| =n. 对 这 个 z RW, 存在 
满足 (1.2) 的 函数 f. 这 时 y € UA (2€, fin), Ha 仅 属于 UYUZ, fin) 中 有 限 个 
元 . Wie NX MESE C,nS,nX; C Se, 由 上 所 述 , FE mih; e N 以 及 
[25 : k < hi} C Zm: {fr : k < hi} CE, T Ui GAs fr) Be Cun Bun x, 
BUB BANTUR r. & 4 = (UR, fa): k < hi}. WA 

(1.4) FE ji € N, 使 X (B) PRERANE r, 其 中 B; = (Aii, ji). 

否则 , 对 7 es N, 存在 Bi «qug ¢ UH CA), 满足 B; < Bj41, 8(25) = Bj, m € 
Uj2, Hn(z;) <i. 从 而 zj € st(z, 27), 因此 {xj} YE C, FARM z. 一 方面 ， 
£ € Uja; C Us, PA alej) > a(z)， 另 一 方面 , WR blej) > B(x), 选取 
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m > j-n(z), BA blam) > B(x;) > B(x), 于 是 存在 UE Ymen, IEU d Usi). 然 
Tfi n(x) « m Hx EU € Ym, AKU C st(z, Yn) C Ugo), AIS. WM Blej) < B(x). 
由 此 , zj € Se ON Xi. Miz e Cr N S,n X; c UX (Ai), 所 以 存在 ke N, 使 
zy € UJ (Ai), 矛盾 . 
注意 到 , Hy eC, HHin(y)BulyeUu(2C(A)UC(B;)). HC, WA, 存 
E I € N*", 4E LJ, (27 (Ai) UA (B:)) 覆盖 C, AMAR DUE r. > 
m = max{m;:i € I}, 
é —iA;:i ce IJU(Bi:ic I). 
则 HE) 覆盖 C. MAM AHA r. Mk € N, 使 st(z;, 2) C U2C (4). W 
(GE) E mir B. (AE) el < No, TE. MA BX 的 0 序列. 
综 上 所 述 , X WE BPI SS EE 0 开 加 细 序 列 , he X 是 次 亚 紧 空间 ( 见 
附录 A 定理 4.8). 
利用 上 述 定 理 的 证 明 技巧 , Kemoto 和 Yajima?! 证 明了 6 空间 是 次 亚 紧 空 
间 当 且 仅 当 它 的 任 一 良 序 开 覆 盖 有 o 闭 包 保 持 的 闭 加 细 ; 同时 构造 例子 说 明 存 在 
非 次 亚 紧 的 正规 ortho 紧 空 间 , 使 其 任 一 良 序 开 宪 盖 有 闭 包 保持 的 闭 加 细 . 这 里 涉 
及 在 覆盖 性 质 理论 研究 中 的 Junnila-Katuta 问题 89 199]. 
推论 3.6.2 下 述 条 件 等 价 : 
(1) X 是 可 展 空间 ; 
(2) X 是 具有 严格 p 序列 和 点 可 数 p-k 网 的 空间 9761: 
(3) X 是 具有 严格 p 序列 和 Gs 对 角 线 的 空间 PT, 
证 明 由 推论 3.1.4 得 (1) > (2). 由 定理 3.1.8 的 (8.1) 和 定理 3.6.1 得 (2) > 
(3). 再 由 定理 3.6.1, 命题 1.5.18 和 定理 1.7.7 得 (3) = (1). 
推论 3.6.3 ”对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 
(1) X 具有 严格 p 序列 ; 
(2) X 是 强 弄 的 wA 空间 [189]; 
(3) X 是 次 亚 紧 的 wA 空间 ; 
(4) X 是 具有 7 序列 的 次 亚 紧 空间 . 
证 明 由 定理 3.2.6 和 2.2.18, RIE (1) > (2). 设 (27,) J& X 的 严格 p 序 
列 . 对 neN, AX 的 次 亚 紧 性 , X 存 在 o 闭 包 保持 的 闭 覆 盖 Fn, 使 对 x eX, 有 
F €.£, 满足 x EFC stle, Ya) ( 见 附录 A 定理 4.8). > 
F = {NF': F' e (hen Fn)}- 
WW F iE x Wo 闭 包 保持 闭 集 族 . X rc X, 置 
Ko 0609 Jes 
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Cs = Mren te): 
那么 ze K, C Or, FE K, € W(X). BK, CUE rT, BAUS U{X -F: 
Fe(F)c} X IER S, 于 是 存在 F' e (F), HC, CUU(X n"), M 
WFE n EN, Ë st(£, Yy) CUU(X -OF'). RF E€ Fn, xe F Cst(z,%,). 
S F"= FOLEY. 34nZ"e£HBK,cnZ"cUu. 因此 多 是 X 的 关于 
{Kj : x E€ X) 的 (modk) 网 . 故 X 是 强 开 空间. 
对 网 已 在 1.5 节 用 于 刻画 半 层 空间 , 下 面 用 对 网 进一步 描述 可 展 空 间 . 为 了 便 
于 使 用 对 网 的 概念 , 约定 : We 多 EX 的 集 对 族 , 对 P c P,P’, P" 分 别 表示 序 对 
P 的 第 一 个 分 量 和 第 二 个 分 量 . 记 
BEP PE P}; 
P" ={P": P € P}; 
st(x, P) = U{P": Pe P, xe Phe ex: 
st(A, P) = U{ P" : P e P, AN P'# Ø}, ACX. 
对 P HT Ae V 
Jf NAE, = SU es Peol kerti) :Pe duin). 
定理 3.6.41 下 述 条 件 等 价 : 
(1) X 是 可 展 空间 
(2) X 存在 对 网 J; cy Zn, 满足 
(i) A, Æ X 的 局 部 有 限 闭 集 族 , AY 是 X 的 开 集 族 ; 
( 
( 


i) AX WARK C U e m, WHE m € N, f&£ K C st(K, An) CU. 

3) X 存在 对 网 Ucn Zn, 满足 

(i) At FE X 的 局 部 有 限 闭 集 族 ; 

(i) Ha € U €r, WHE MEN, f x € st(z, Pm)? CU. 

证 明 (1) (2). & (45,) 是 空间 XX 的 展开 , 并 且 Mi MAM. Xn € N, 
id Yn = {Ua tacan HX 的 次 仿 紧 性 , 47, 存在 闭 加 细 F, = Open us, 其 中 
Fak (Fallece, 是 X 的 离散 集 族 且 fx CUa > 

UO uem d Eu Ua aes: 
那么 Ungen nx Té X. 的 对 网 . 对 N 的 有 限 序列 {ki,…, knh, 定义 
| Hlk ken) = M Piz, :i <n}. 
MX WARK CU CT, Hae K, WN WS {ki}, liz € Ui. X neN, € 
X 
Ay = U{H' : H eG , kn), H'O K Z Ø, H" g U}. 

则 {A,} AE X 的 递减 的 闭 集 列 , 于 是 存在 m € N, E Am = o. AM, 存在 
y E KN (yey An) 以 及 j EN, f st(y, YZ) CU, 从 而 
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st(y, 2E (ki, - -- , k;)) C st(y, %) CU. 
这 与 A 的 定义 矛盾 .因此 z € st(K, Z (ky, ku) CU. HK 的 紧 性 ， 
ULF (ky, k):k;€N,i <n eN} 满足 (2) 的 要 求 . 
(2) > (3) 是 显然 的 . 下 面 证 明 (3) > (1). BX ATA Uen An 满足 (3) 的 
要 求 . 对 n,keN, 令 


Quee LXI |= 
Xt F E pnk, € 
U(F) = int(U{P" : P € Pa, P! € FY- UP! — F), 
Uak ={U(F): F € bnk} 
W {Ur} Æ X 的 拟 展 开 . 事实 上 , 对 x €U € v, fffE m € N, f£ x € st(z, An)? c 
U. 置 
FF={P:Pe Pm, x E P'}k = |. 
那么 F E€ omk, 于 是 z € U(F) C st(z, Zm) CU. MEE e ou — C7), W 
x € U(Z, — &), 从 而 z d UE). 这 说 明 U( 多 ) 是 Wx 中 唯一 含 z 的 元 , 因此 
£ E st(r, Yme) CU. WX 是 拟 可 展 空 间 . mM Uen Zh 是 X Wo 局 部 有 限 闭 网 ， 
PUA X Æ perfect 空间 . 由 定理 1.2.10, X 是 可 展 空间 . 
推论 3.6.57 x 是 可 展 空 间 当 且 仅 当 X 存在 对 网 Unen Zn, 满足 
(i) A 是 X 的 遗传 闭 包 保 持 闭 集 族 ; 
(ii) Ha €U € v, WHE MEN, fi x € st(x, Pm)? CU. 
证 明 只 须 证 充分 性 . 设 X 的 对 网 Uer Zn 满足 条 件 (i) 和 Gi). 由 (i), X 
是 第 一 可 数 空间 . Hn EN, 令 


Z,—((P'-D,,P:Pe PA, } U {Ux}, st(v, 2,):z€ Dy}, 


其 中 D = {x © X : |(P!)o| > No}. 由 引 理 3.2.16, Z, 是 X 的 局 部 有 限 闭 集 族 ， 
FF AM x € X,st(x,Z%,) =st(z, Pn), TÆ X 的 对 网 Unen Bn 满足 定理 3.6.4(3)， 
WX 是 可 展 空 间 . 

问题 3.6.6283 用 o 遗传 闭 包 保持 的 对 网 刻画 可 展 空间 的 闭 映 象 . 

下 面 讨论 在 $2.10 中 介绍 的 亚 紧 可 展 空间 更 深入 的 性 质 . 若 定义 3.3.3 的 满足 
(G) 和 一 致 (G) 的 族 是 X 的 开 集 族 , 则 分 别称 为 开 (G) 和 开 一 致 (G). 

定理 3.6.7097| W Lindelöf 的 可 展 空 间 等 价 于 满足 开 (G) 的 半 层 空间 . 

WEBB x X 是 亚 Lindelöf 的 可 展 空 间 . 存在 X 的 点 可 数 展 开 {ma}, 使 Y, uu 
加 细 v. & 


Wa x BNET y 7m Puer € X; 
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W = UE ,:zcX). 

则 W WEF (G). 事实 上 , Re eU e v. MEFE n EN, fi st(z, 7) CU. RE 
Ve(*,,.4yeV,Wve*,Hcevcu. 

反之 , 设 六 ={ 六 :zeEXl 是 半 层 空间 X 的 开 (G), HAG = {W (n, x£)}nen. 
由 引 理 3.3.4, X 是 亚 Lindelóf 空间 . ib g Æ X 的 半 层 函数 . X n cN, X 的 开 
Jiu (g(n,x):x € X) 存在 点 可 数 的 开 加 细 Yn. WU € Vn, FE £y € X, 使 
U C g(n, zy). 置 

Bam = {U OAW (m, xy): U E &,},m EN; 
B = Une Pn 

则 胞 是 X 的 点 可 数 开 集 族 . H eeo cer BGE U, € (45), (Yn € N), id 
En = ty, 则 x € g(n,zn), 于 是 序列 z 一 x, 所 以 存在 i,m € N, 使 zi € 
V(z,O),z € W(m,zi), rfi x € U;GnW(m,z;) CO. RA HX 的 点 可 数 基 . 由 
推论 1.4.5 和 定理 1.2.11, X 是 可 展 空间 . 

问题 3.6.80! WEF (G) 的 空间 是 否 具 有 点 可 数 基 ? 

与 开 一 致 (G) 相关 的 是 一 致 基 的 概念 . 

3.6.97] 空间 X WEA 称 为 一 致 的 , Hee X, MRA 是 (20), 的 可 
数 无 限 子 集 , 则 A’ AE v 在 X 中 的 局 部 基 . 

定理 3.6.10 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 亚 紧 可 展 空间 ; 

(2) X 具有 一 致 基 [151; 

(3) X 满足 开 一 致 (G)P91 

证 明 (1) > (2) WX RM AA RA. FEX 的 点 有 限 展开 {F,}, 使 
Basi WMA Br S B =U n Zn xxx BeeUer HBA 
(22), 的 可 数 无 限 集 , 存在 m EN, fii st(z, 2m) CU. 由 点 有 限 性 , 存在 > m 和 
BEB N Ba, WI Bcst(z,Z,) cO. BX 具有 一 致 基 . 

(2) > (3). 设 多 是 X 的 一 致 基 . E 多 是 点 可 数 的 , 易 验证 , Y = (42), : 
z EX} 是 的 开 一 致 (G). 若 存 在 某 (4), 是 不 可 数 的 , WR z e X — (x), WU 
{B E€ (多 ); : z e B) 是 有 限 集 , 所 以 存在 (22), 的 无 限 集 (Buen, tn € B, — {x} 
F k EN, tic, BEF (A). 的 天 个 元 . We, — c. 因为 多 是 X WH, 存在 
(4. 的 子 列 {Bi} 和 {ra} 的 子 列 {rn}, 使 当 i E N 时 , (2:321 C BEC 
X —(z,:j <i}, Wan, BDBF (2), 的 i 个 元 , 矛盾 . 

(3) => (1). 由 引 理 3.3.6, 定理 3.6.7 和 引 理 3.3.4, 满足 开 一 致 (G) 的 空间 是 亚 
紧 可 展 空 间 . 

推论 3.6.11 具有 一 致 基 性 质 是 可 加 性 , 遗传 性 和 可 数 可 积 性 . 
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本 节 第 二 部 分 , 讨论 wA 空间 , 可 展 空 间 以 及 一 致 基 空 间 的 映射 性 质 . 

4EXB3.6.12097 设 f:X 一 Y EMR, 其 中 X 是 可 展 空间 (具有 一 致 基 ). 
若 下 述 条 件 之 一 成 立 , WY 是 可 展 空间 (具有 一 致 基 ). 

(1) f 是 紧 映 射 . 

(2) X 是 正则 空间 , Y 是 第 一 可 数 空间 . 

WEBB (1) f 是 逆 紧 映射 . i Uen Pn 是 X 的 满足 定理 3.6.4(2) 的 对 网 . 对 


nceN, 


Hn = (UP, f(P")) : P E€ Ay}. 
那么 Unen Bn 是 Y 的 满足 定理 3.6.4(3) 的 对 网 , 因而 Y 是 可 展 空 间 . 
(2) 由 定理 3.3.12, FEY Wo 闭 离散 子 空间 Z, 使 当 y e Y — Z 时 , f^! (y) 
dé X 的 紧 集 . 记 Z = Unen Zn 其 中 z, 是 了 的 闭 离散 子 空间 . 对 ye Z, 设 y 在 
Y 的 可 数 局 部 基 为 {DU(y,n)}wen. E Unen Pn Æ X 的 满足 定理 3.6.4(2) 的 对 网 . 
对 m7EN, 置 


An = (UP F(P")) :Pe Pa}, Has = {Cy}, Ul, 9) cy € Za}- 

IBA (Unen Br) jen Hai) 是 Y 的 满足 推论 3.6.5(i) 的 对 网 . Bey € U € r(Y). 
WR ye Z, 那么 存在 n,j EN, ty eZ, HU(y j) CU, FÆ y €st(y, Hj)? C 
U(y,j) CU. 如 果 y e Y 一 2, WA f(y) 是 X 的 紧 集 , 于 是 存在 me N, 使 
fF '(y)cst(f (y), Am) c FU), AT y € st(y, Bm)? C st(y, Bm) C U. 因此 
(Unen An) U (Un jen 2655) 满足 推论 3.6.5(1). BOY 是 可 展 空 间 . 

由 定理 3.6.10, 对 一 致 基 的 情形 , 结论 仍然 正确 . 

问题 3.6.13U7 逆 紧 映射 是 否 保持 WA 空间 ? 

命题 3.6.1473]. wA 空间 的 逆 可 数 紧 道 象 是 wA 空间 . 

证 明 d f: X SY 是 道 可 数 紧 映 射 , 其 中 Y 是 wA Bia. ik (2) 
Æ Y 的 wA 序列 对头 的 点 xz 及 序列 {rn}, Ham, € stle, FHU), 那么 
f(zn) € st(f(z), Yn), 于 是 序列 {f(z,,)} ARA. AA f ew SABAH, 所 以 
{an} BRA. WAS U) 是 X 的 wA 序列 ,因此 X 是 wA 空间 . 

由 命题 3.6.14, 3.3.16, 定理 1.7.7 和 3.6.10 得 下 述 推论 . 

推论 3.6.1556 267] ig f: XY AWA, 其 中 X 具有 Gs HAR. 若 
Y 是 可 展 空 间 (具有 一 致 基 ), 则 X 是 可 展 空间 (具有 一 致 基 ). 

尽管 Moore 空间 满足 紧 型 分 解 定理 , 但 对 严格 p 空间 , 它 是 否 满足 紧 型 分 解 
定理 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 

问题 3.6.1654 Moore 空间 的 逆 紧 逆 象 是 否 满足 紧 型 分 解 定理 ? 

例 3.6.17 可 展 空 间 类 . 
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(1) 严格 p 性 质 ze 次 仿 紧 性 , 如 例 1.8.10 中 的 空间 X. 

(2) 局 部 紧 , 拟 可 展 性 办 6 空间 性 质 , 如 例 1.8.4(6) 中 的 空间 v(D). 

(3) Burke] 构造 例子 : 局 部 紧 , 具有 Gs 对 角 线 为 w 人 空间 . 

(4) Alster, Burke 和 Davis"! 在 CH 下 构造 例子 : 局 部 紧 , 具有 Gs WAR, 
wA 空间 办 严格 p 空间 . 

(5) Good, Knight F Mohamad PIHENT: 完全 正则 , 伪 紧 , 具有 sharp 基 
A Gh 对 角 线 , 其 中 空间 X 的 基 多 称 为 sharp, MRT x € X 及 (多 ); 的 互 不 相 
同 元 组 成 的 序列 (B, I ies Bi}nen 是 x 的 局 部 基 . 一 致 基 僵 sharp Æ > AG; 
对 角 线 和 点 可 数 基 . 

例 3.6.18 ”可 展 空间 类 与 映射 . 

(1) 存在 局 部 紧 , 可 展 空间 X MARI f: X — Y, 使 了 是 第 一 可 数 空间 , 但 
不 是 边缘 紧 映 射 . 

对 例 2.6.6 定义 的 闭 映射 了 : YN) 一 S1. 9 广 !(0) = YN) -N FÆ YN) 的 
紧 集 . 这 说 明定 理 3.6.12(2) 不 可 像 度量 空间 的 情形 通过 边缘 紧 映射 得 到 . 

(2) 逆 紧 映射 不 保持 可 展 空 间 的 逆 紧 逆 象 OS: 存在 局 部 紧 , 可 展 空间 S 以 及 
WARN g: X OSM PX OY, 使 Y 不 是 任何 具有 点 Gs 性质 (因而 可 展 空 
间 ) Awe AWA. 

HX S 是 Isbell-Mr6wka 空间 w(N) ( 例 1.8.4). 这 时 是 5 WFR, .cf FES 的 
不 可 数 离散 集 . 取 .ox 的 基数 为 Ni 的 子 空间 , WN w. 让 Z = wi U {z} 是 离散 空 
IR] wi I-AA RX 2 Sx Z. S gam: XS. 那么 g CURR. 对 
a € wi, BX 的 每 两 点 (a, 0) 与 (a +1, 2) 贴 成 一 点 , 得 到 的 商 空 间 记 为 Y. 再 让 
了 :和 一 了 是 自然 商 映 射 . 则 了 是 道 紧 映 射 . 

i FEM RR: Y OT, RPT RBA Gs 性 质 Xn eN, dd 
fn = ho fitnyxz : {n} x Z 2 h({n} x Z),t(n,z) = h(n,z). AF {t(n,z)} 是 
T 的 G; R, Fe {n} x Z- fo 1(t(n, z)) ETARE, 从 而 存在 8, € wi, 使 当 
Bn Sa < wi 时 , faln, a) =t(n,z). 因此 , 存在 ge w, E48 <a<w,neN 
IN, fr(n,a) = t(n, z), Bl h(n,a) = h(n,z). XF k € N, $ yk = f(B + k,z). 对 
o — B 4 k, 存在 N 的 序列 {ni}, 使 ni > a, WAE X P (n,a) — (a,a), 从 而 在 
T # h(n, a) = hf(a,a) = hfla +1,2) = y. 男 一 方面 , h(ni, Qa) = h(ni, z), 
所 以 h(ni a) > hf(a,z) = ye, 因而 h^ h(yi) 含 无 限 闭 离散 集 {yi : k CN}, 这 与 
h 的 逆 紧 性 相 矛 盾 . BY 不 是 任何 具有 点 Gs 性 质 的 逆 紧 逆 象 . 

(3) 存在 拟 可 展 的 p 空间 X 不 满足 紧 型 分 解 定理 821, 

W Y 是 Isbell-Mr6wka 空间 wy(D), 其 中 |D| > Na (f 1.8.4). 取 XX=YxS1 一 
(D x {0}). ik f=mx:X >Y. Wf SAB. 对 ye D, f^! (y) HEX WR 
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R, 并 且 D 不 是 Y ff o 闭 离 散 子 空间 (Y WET D 内 的 闭 集 是 有 限 集 ), 故 X 不 
满足 紧 型 分 解 定理 . 

因为 Y 与 Si 都 是 拟 可 展 空 间 , 所 以 X 是 拟 可 展 . 采用 例 1.8.4 的 记号 , 对 
EN, 令 

Un, = ((As) U (x(o, m) : m2 n] :o € AjU((x) ZE 五 
其 中 
E, 三 万 一 {zlam) :aeEAmm Èn}. 
则 {WZ} 是 Y 的 p 序列 . 再 令 
Fe= {AN x ({0}U{1/m:m > n})): U E Yan} 
UU ent x {1/m} : U E€ 24). 

则 00, 3E X EN p 序列 . he X 是 p 空间 

(4) BEA BUNA REE p 空间 性 质 821. 

继续 (3) 中 的 构造 .对 > € Y — D, 将 X WR (z) x Si 贴 成 一 点 形成 的 商 
空间 记 为 五 . ik f :六 一 五 是 自然 商 映 射 . 则 了 是 逆 紧 映射 . E H 是 2 空间 , 设 
{Pn} Æ H W p 序列 . 对 zEY 一 D,neN, 存 在 U(n,z)€E7(Y) 和 Wo(n,z)€ X, 
使 {z} x Si c Xn(U(n,z) x S1) Cf 了 i(W(n,z)). BAY -D ^Y 的 Gs 
集 , 于 是 存在 de DN (MnenlU cy p Un, 2))), 从 而 存在 Y — D 的 序列 {2n}, 使 
de (Nea Ae) 因此 (d) x (Sı — {0}) C (Nen W (n, zn), PTUs (d) x (Si — {0}) 
Æ H 的 紧 集 , 矛盾 . 故 五 不 是 p 空间 . 

有 限 到 一 的 伪 开 映射 未 必 保 持 可 展 空间 952), 下 述 问题 尚未 解决 . 

i} 3.6.1952 Moore 空间 的 有 限 到 一 的 伪 开 映 象 是 否 是 可 展 空间 ? 


3.7 M 4 Ñ 


本 节 从 两 条 途径 讨论 M 空间 或 仿 紧 M 空间 的 性 质 . 其 一 , 作为 度量 空间 的 
道 紧 道 象 的 仿 紧 M 空间 是 否 有 类 似 于 Nagata-Smirnov 度量 化 定理 的 特征 ? 介绍 
Michael2s3 引进 的 (modk) 基 的 概念 及 Michael-Lutzer 的 定理 , 讨论 了 该 定理 的 
几 种 推广 , 得 到 了 与 Burke-Engelking-Lutzer 度量 化 定理 相 平 行 的 仿 紧 M 空间 的 
刻画 . 其 二 , 相应 于 M. 空间 中 的 wA 条 件 , 探讨 具有 满足 wa 条 件 的 局 部 有 限 , 或 
闭 包 保持 闭 覆 盖 列 的 空间 , 导出 Morita-Rishel 的 定理 : M 空间 的 逆 紧 映 象 恰好 是 
M* 空间 . 

定义 3.7.1092) 空间 X 的 集 族 P 称 为 X 的 (modk) Æ (W (modk) 基 ), 如 
E P dé X 的 开 (modk) 网 ( 开 拟 (modk) W). RE o 局 部 有 限 (modk) 基 ( 拟 
(modk) 基 ) 的 正则 空间 称 为 (modk) 可 度量 空间 (W (modk) 可 度量 空间 ). 
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定理 3.7.2282] (Michael-Lutzerzt 39) X 是 仿 紧 M 空间 当 且 仅 当 X 是 
(modk) 可 度量 空间 . 

WEBB ”必要 性 来 自 Nagata-Smirnov 度量 化 定理 和 推论 2.2.7. 

充分 性 . WP EX 的 关于 H 的 o 局 部 有 限 (modk) Æ. 

(1) X 是 仿 紧 空间 . 

jii € — (K.lasea. RY EX 的 开 覆 盖 . o € A, 存在 Us e se, 使 
Ka C UVa, 于 是 存在 P, € P, MË Ka C P, C US. MID gen (PS) Ao EU 
的 o 局 部 有 限 开 加 细 . 由 正则 性 , X 是 仿 紧 空间 . 

(2) X 是 wA 空间 . 

记 P = Urn Zn 其 中 S 是 局 部 有 限 的 , 并 且 不 妨 设 X eX.» 
neNPe4,4rFr(P)-u(QcP:qe 2). W F(P) X x HAE 
FE,(P)cP.XmkeN, 再 令 

Fak —(FO):Pe2,), 
Bnk = {Raper € X}, 


其 中 
Ra(z) = Pe Z,:ze F(P) -UtF,(P): Pe A, x d F,(P)}. 


因为 Fak 是 X 的 闭 包 保持 闭 集 族 , BA, 是 X 的 点 有 限 开 集 族 , 所 以 z € 
Rala) € r. Mili 多 Æ X WI. 注意 到 , 对 Pe Pk Aa € F,(P), w 
st(z, Bx) C P. 事实 上 , Hx € Rally), BA y € F,(CP), FH Ray) c P, 所 以 
st(z, nx) C P. Xt i cN, 4 
U, = MBank: n,k Si}. 

往 证 (44) Æ X 的 wA 序列 . 对 X 的 点 x 及 序列 {x}, Hx, € stle, Yv) H (zi) 
ERA, Ma € A, tia c Ky, WEE nm, k e NATI Pe P, HK, CPC X—{a;: 
izml FER n c N,Q € Zn, EK CQCQCP. BAEK C (P). W 
j 2 max{k,m,n}. WW x; € st(z, 4;) C st(x, Zak) C P C X — (x; FE. WX 
是 wA 空间 . 

由 推论 2.2.19, X 是 仿 紧 M 空间 . 

下 面 转 入 讨论 遗传 闭 包 保 持 集 族 的 情形 . 

引 理 3.7.3099. hk P eq 空间 XX 的 遗传 闭 包 保 持 开 集 族 . 若 z < X, 则 
P 在 x 是 局 部 有 限 的 . 

证 明 令 

V=X-U{P:r¢P,Pe P}. 
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则 z e Ve 7, 并 且 车 Pe (Ay, 那么 x e PP， 如果 儿 在 x 不 是 局 部 有 
限 的 , 则 存在 ^ 的 无 限 集 {Pijwen, f v € 门 ,ynPn， 由 于 x € X’, 于 是 
£ EenP 一 {x}. Wg 是 XX 的 gq 函数. 那么 存在 X 中 非 平凡 的 序列 {zx}, 使 
zn € (P, — (z)) n g(n, £), 这 与 P K q 的 性 质 相 矛盾 . MP 在 x 是 局 部 有 限 集 
族 . 

引 理 3.7.40?! RHA o 遗传 闭 包 保持 拟 (modk) 基 的 空间 有 具有 o 局 部 有 限 拟 
(modk) 基 . 

证 明 设 2 是 空间 XX 的 关于 Z 的 c-FCP W (modk) Æ. WEH X Æq 
空间 . 对 ze X, RH e (2€),. 不 妨 设 Hq7. 置 ZB'={Pe 儿 :HcP}. 则 
FP fi HEX WARE. 设 f:X 一 XX/H 是 自然 商 映 射 . 那么 了 是 道 可 数 紧 映 
射 , 于 是 f(A’) 是 f(A) E X/H 的 o-HCP 局 部 基 . 由 推论 2.5.14, f(A’) 是 可 
数 的 , 从 而 A’ 是 可 数 的 . 记 FA! = (Pen. BAM X 的 序列 {xi}, Æ xi € P; 则 
(xi) ARA. WX 是 9 空间 . 

现在 , W P = Unen Pa, EP Pn Æ HOP APY, C Au. XEneN, E 

La = {2 E X: Pn Æ x ERRAR ). 
那么 Lngi C Ln ET. 由 引 理 3.7.3, X^ C Ln, JA X — Ln 是 X 的 开 闭 离散 子 空 
间 . 定义 
Fy =P nia U Hrt E X= Lg hn EN. 
那么 Unen Fn Æ X 的 o 局 部 有 限 开 集 族 . 再 定义 
Ze Ln 
NH = Hz U {{£}: x E X-Z}. 
往 证 Unen Fn 是 X 的 关于 2€" 的 拟 (modk) 基 . 事实 上 , X H' cU er, HH 
H' € 2", TREE H e 2€, E H' HO Z, WA H cU U (Ue — Ln)), 
于 是 存在 m CN, EH C UU(X — L4), Aiit£zE i 2 m 和 Pe 2i, ft 
HCPCUU(X-L4). BE H' c POL CU H PAL cF RX BOR 
部 有 限 拟 (modk) 3&. 

定理 3.7.525 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 (modk) 可 度量 空间 ; 

(2) X 具有 离散 (modk) 基 ; 

(3) X 具有 o 遗传 闭 包 保持 (modk) XE; 

(4) X 具有 ZAR (modk) 基 . 

证 明 由 定理 3.7.2, 1.3.2 和 命题 3.7.4, 只 须 证 (4) > (1). KA 是 X XT 
KH Bj o ZAR (modk) Æ. ii P = Unen Pn, 其 中 PA, 是 紧 有 限 的 . 利用 推论 


3) 
4) 
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1.3.4 类 似 的 方法 , A, Æ X 的 局 部 有 限 集 族 . 从 而 P  o 局 部 有 限 的 (modk) 
Ak. 故 X 是 (modk) 可 度量 空间 . 

由 于 存在 不 可 度量 的 Mi 空间 ( 见 例 1.8.8), 所 以 具有 o 闭 包 保持 (modk) 基 
的 正则 空间 未 必 是 (modk) 可 度量 空间 . 

本 节 第 二 部 分 , 探讨 具有 满足 wA 条 件 的 闭 覆 盖 列 空间 的 性 质 . 

EX 3.7.6 X BA M* 空间 中 (Mt 空间 992), FFE X 的 局 部 有 限 m 
包 保 持 ) A IN LF}, 满足 wA 条 件 . 这 时 C2, 称 为 X 的 M* 序列 (Mi FF 
列 ). 

命题 3.7.7 FRAKA: 

(1) M FAEM => M* 空间 性 质 => Mt 空间 性 质 => wM 空间 性 质 079); 

(2) M* 空间 性 质 > X: 空间 性 质 ; 

(3) Mi 空间 性 质 — 24 空间 性 质 . 

证 明 (7.1) WE X J& M 空间 . 则 存在 度量 空间 Y un AU f: XY. 
HY 的 可 展 性 和 仿 紧 性 , Y 存在 局 部 有 限 的 闭 覆 盖 列 {. 到 ,} WE: MY 的 点 y 及 
序列 {yn}, Æ Yn € st(y, An), W yn > y. E f HETAZ, (/71(22,)) EX 
的 M* 序列 . AT X 是 M* 空间 . 

(7.2) 由 定义 3.7.6, M* 空间 是 Mt 空间 . 

(7.3) 设 X 是 Mi 空间 . ib {Fay Æ X 的 Mi 序列 , 其 中 Fai 加 细 Fn Wr 
言 : 对 ke€ N, WRX 的 点 zZ 及 序列 (rs) 满足 c, E st*(x,F,), 那么 (x,) AR 
点 . 对 进行 归纳 .大 = 1 是 Mt 序列 的 条 件 . 假定 对 固定 的 € N 命题 成 立 . 对 
X 的 点 x 及 序列 {£n}, 如果 x, €st* (x, Fa), WEE X 的 闭 集 列 LF} 和 序列 
{Yn}, f zx, € Fa E€ Fn Hy, € PN Stt (£, Fn) 由 归纳 假设 , (ys) ARA y. 
ALF} Æ X 的 闭 包 保持 的 闭 覆 盖 列 , MAER V, = X -UF E€ Fn: y ¢ F}, 
BA y EV, rt. 于 是 存在 子 列 {yn}, f yn € Vi. 这 时 存在 X 的 闭 集 列 {Pi}, 使 
Fn, CP, € Fi. BF VAP, 4 2, Wy € P; FÆ an, € st(y, Fi), 从 而 {£n} 
ARA. 故 断 言 成 立 . 

置 


Un = (st(z,. Fn) :xeX)hneN. 
则 (27,) 是 X 的 开 履 盖 列 . AA st? (2, Ya) C st*(c, Fa) 由 断言 , {Wr} eX 的 
wM 序列 . 故 是 wM 空间 . 
(7.4) {Fn} EX 的 满足 wA 条 件 的 闭 覆 盖 列 . EMP, = Mien Fin EN. 
Wu (22,) DE X 的 满足 wA 条 件 的 闭 覆 盖 列 . 对 x c X, EM X 的 集 列 {Pa}, 
ee ha C Pn E€ Pn: È Ca = nen Po PRASIE, Unen Pn 是 XX 的 关于 
{Ci :x E€ X} 的 闭 拟 (modk) 网 . sk M* FED 空间 , Mi 空间 是 ot 空间， 
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间 . 


qx 


问题 3.7.8 (1) M! 空间 是 否 是 M* 空间 9001? 
(2) 正规 wM 空间 是 否 是 M 空间 0751? 

(3) wM 空间 是 否 是 Mt 空间 ? 

下 面 介 绍 问题 3.7.8 的 部 分 结果 . 

命题 3.7.9229 具有 满足 wA 条 件 的 遗传 闭 包 保持 闭 覆 盖 列 的 空间 是 M* 空 


证 明 YE 7.) EX 的 满足 wA AA HCP PME) 由 命题 3.7.7, X 是 
间 . 采用 引 理 3.2.16 的 记号 , W{A(F,)} 是 X 的 局 部 有 限 闭 覆盖 列 . 由 于 


RIF a) 加 细 多 ,所 以 {多 (多 ,)} 是 XX 的 Mr* 序列 . X 是 M* 空间 . 


间 . 


定理 3.7.10091 948] 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 仿 紧 M 空间 ; 

(2) X 是 等 紧 Mi 空间 ; 

(3) X 是 次 亚 紧 wM 空间 . 

证 明 由 于 wM 空间 是 wA 空间 , 只 须 证 满足 (2) 或 (3) 的 空间 是 仿 紧 空 
因为 可 膨胀 的 次 亚 紧 空间 是 仿 紧 空间 ( 见 附录 A 定理 4.10), 由 引 理 1.7.5， 


满足 (3) 的 空间 是 仿 紧 空间 . MERX 是 等 紧 Mt 空间 . 让 {多 ,} 是 X 的 满 
AÉ wA ANA ARE re, 并 且 多 WMA Fa 让 多 是 X HEME 
盖 . 对 ze X, 令 Ky = Nestle, Fa). EKAGI, Ke 是 X 的 紧 集 , 于 是 存在 
U, € 4 fln, EN, E K, C st(z,.Z,,.) CU,. BP = (st(z,. Fn, ): £ E X). 由 
Farest(z,F,,)°, MUA BY No 闭 包 保持 闭 加 细 且 Yo Bt X, 故 X 是 仿 
紧 空 间 ( 见 附录 A 定理 1.9)， 


由 定理 2.2.12, 有 下 述 推论 . 

推论 3.7.11 具有 Gs 对 角 线 的 Mt 空间 是 可 度量 空间 . 

FH, 依次 讨论 M 空间 , M* 空间 , Mt 空间 和 wM 空间 的 映射 定理 . 
定理 3.7.12006.313. y Æ M* 空间 当量 仅 当 Y 是 M 空间 的 逆 紧 映 象 . 

WEBB 充分 性 . 只 须 证 道 可 数 紧 映 射 保持 M* "CE Wf: X — Y 是 道 可 数 


紧 映 射 , 其 中 X 是 M* 空间 . 让 {多 ,} 是 X 的 M* 序列 , 其 中 Fap 加 细 Fa. f 
证 Y BENE BB {f(F,)} Y 的 M* 序列 . 对 Y 的 点 y 及 序列 {yn}, 
BK yn € st(y, f(Fn)). 那么 存在 X 的 序列 {rn}, Bean € st(f ly), Fn) N f lyn). 
选取 an E f^! (y), fi x, € st(an, Fn). Wa Æ {an} XE X BJ Ex, 那么 存在 子 列 
{an,}, f£ an, € stla, Fi), 从 而 £n, € st?(a,.7;), 所 以 (m,,) XE X 中 有 聚 点 ( 见 命 
jal 3.7.7(7.3) 的 证 明 ), 因而 {yn} dE Y PARRA. C {f(F,)} BY 的 M* 序列 . 
因此 Y 是 M* 空间 . 
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必要 性 . 设 {多 ,} 是 Y 的 M* 序列 , 其 中 多 , 是 Y 关于 有 限 交 封闭 的 闭 
覆盖 . 对 i cN, 47 = Nye Fn 那么 {Fi} HEY 的 M* 序列 . Mi e N, 
jd X = {P, : a € A}, Jt AK A; 离散 拓扑 . 对 a = (ai) € [lerta 4 
Ka = ien Pa WE {Po} 是 递减 的 集 列 且 Ka Z D, 那么 (Pu hien 是 Ka HEY 
的 网 . 定义 

M = {a = (ai) € lI" : {Pa} 是 递减 的 集 列 且 Ka z Ø}. 


icN 


则 M 是 可 度量 空间 . 令 
X={(y,a)EYxM: ye Ka}, 

Ff Aik f = TMX, J = T2|x- 由 命题 2.4.7, f: X —^ Y 是 映射 ,g : X 一 M WAT 
数 紧 映射 . 于 是 X 是 M 空间 . 往 证 f WAR. My € Y, f (y) = ty) x (o € 
M:y€ Ks). 由 儿 ; 的 点 有 限 性 , y) eX 的 紧 集 , 所 以 上 是 紧 映 射 ， 对 
ncEN 和 oseAi € n), E 

B(o,:::,04) = {a € M : tila) = a;i & n}. 
Xt x WAS A, yc f(A). 由 于 M —-U(B(o) : a1 € Ai}, FÆ A = U(An(Y x 
B(o4)) : a, € M, 所 以 f(A) 2 U(f(An (Y x B(o3)) : a1 € A1}. XAF f(AN 
(Y x B(o1))) C Py, 并且 A, 是 局 部 有 限 的 ,于 是 f(A) = U(f(An (Y x B(o3))) : 
al € Ai}, AMEE b € M, 使 ye f(An (Y x B(f))). 以 此 类 推 , 存在 bi € Ai, 
f£ y € FAN (Y x Boi, bn) C Ps. * B = (8). 4 BEM Hye Ks. 
下 面 证 明 (y,8) e A. (y, B) 在 X 的 邻 域 基 元 形 如 (V(y) x B(6,---,0,)) n X, 
其 中 V(v) 是 y 在 Y 的 邻 域 . HF V(y) n f(An(Y x B(61,…,B,))) z e. PRY 
An (V(y) x B(8,--:,8,)) z Ø. AT (y,8) € A = A, 因此 y= f(y, 8) € f(A), 
所 以 f(A) AE Y 的 闭 集 . 故 f 是 闭 映 射 . 

APRA 3.7.13002. 174, 176] 首 可 数 紧 映 射 保持 仿 紧 M 空间 , M* 空间 , Mt 空间 
以 及 wM 空间 . 

证 明 定理 3.7.12 的 充分 性 已 证 明了 逆 可 数 紧 映射 保持 M* 空间 , 其 证 明 同 
样 适 用 于 M! 空间 . 再 由 定理 3.7.10, 道 可 数 紧 映射 保持 仿 紧 M 空间 . 下 面 证 明 ， 
di f:X—Y AEn S AS, 其 中 X 是 wM 空间 , WY 是 wM 空间 . We (27) 
Æ X 的 wM 序列 , 其 中 Zi WMA Y. MneN yey, & 

V(n,y) =Y — f(X —st(f ^ (y), Mn))- 
35A yeV(nt+1,y)cVi(n,y) ET(Y). 定义 
In ={V(n,y):y EY}. 
fEuE (7, 是 Y 的 wM 序列 . 首先 , 由 (27,) 是 X 的 wM 序列 ,对 X 的 序列 
{an}, {bn}, Æ an € st(b,, 47,), 那么 fan} HRASAMS {bn} HRA. 现在 ， 
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MY 的 点 y 及 序列 {yn}, WE yn € st?(y, m), 那么 存在 Y 的 序列 {yin}, {yon} 
和 {ysn}, 使 {yin y} C V(n yan) (in) C V(n, ysn) 由 于 1(V(n,y)) C 
st( F7 (y), Ya), 于 是 
F (yos) A st( FT (y), Ya) Z D, f (yin) Ast(f* (yon), Un) # D, 
F (yan) A st( FT (Yin), Ya) € D, f (Yn) N st( FT (Yan), Un) F 2. 

而 f ew nya AO, 从 而 {yn} ARA. 所 以 Y 是 wM 空间 . 

由 引 理 2.1.14, 2.1.15 和 1.7.5, 有 下 述 推论 . 

推论 3.7.14 ib © 表示 拓扑 性 质 : M* 空间 , Mt 空间 , wM 空间 . Wf: X 一 
Y 是 闭 映 射 , 其 中 X 具有 性 质 oO, BAY 具有 性 质 CA HUS Y 是 g 空间 . 

命题 3.7.1519 wM 空间 满足 可 数 紧 型 分 解 定理 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 闭 映 射 , 其 中 (2) 2X 的 wM 序列 , 不 妨 设 Ny 
加 细 Y. X n eN, ik 

Yn = {y EY: S & Y 中 非 平凡 的 序列 , 则 存在 ze€ f^! (y) 和 9 的 子 列 S, 
1E st(z, Yn) n FHS = e). 
WY, 3E Y 的 闭 离散 子 空间 . 否则 , 由 f 是 闭 映 射 ,于 是 (f y): y € Y] BEX 
的 局 部 有 限 集 族 , 所 以 存在 zx € X, iE st(x,%)(Vi € N) 与 无 限 个 f(y) (y € Yn) 
相交 , MAMAE Yn 中 非 平凡 的 序列 {yi}, f st(z, 4) f (yi) z 9. BA yi € Yn, 
由 归纳 法 , 存在 子 列 {yi} 和 zs € fi(yi,), 使 st(zx, Wa) NUF yin): m > kb = 
2. 车 c 是 (xu) HRA, 那么 对 有 EN, HceUtf-!(y,):m»k) BRE 
Eko € st(c, Ya), 于 是 cE st(x,,,%), 从 而 c d Utf-1(yi,) : m» k}, ZA. Al 
此 , (x, : k ON} 是 X 的 闭 离散 集 , 而 f 是 闭 映射 , 所 以 (yi, : k e N AY 的 
闭 离 散 集 . W cr € sto, Ye) n f (yi). 那么 (cc: k EN} BX 的 闭 离 散 集 , A 
cy € st(z, Ve), FE. 

&Z=UnenYn 若 y EY 一 2, 则 fi(y) 3 X 的 可 数 紧 集 否则, 存 
XE f(y) 的 闭 离 散 集 {x,, : n € NJ. X n € N, HT y e Y, FEY 中 非 
平凡 的 序列 S, = (y^), BUE xr € f-(y) AS 是 S, 的 子 列 , 则 stie, Y) n 
TS) 2 9. FREE jn € N, EH j 2 jn W, str Ya) f(y") z e 
B.st(, Ya) n f(y.) A D. 不 妨 设 (yt ) 是 非 平凡 的 序列 且 思 < jus 让 
an € sor Ya) N I^ 5, € st(zx1, Ya) N f(y). 由 于 (z,:n€ N} 是 闭 离 
散 的 , 由 引 理 1.7.5(5.1) 所 证 , {st(tn,%.)}nen 是 局 部 有 限 的 , 从 而 {{aw}}wen 是 
局 部 有 限 的 , 因此 Cf 7! (7. )}wen 是 离散 的 , 于 是 (o) nen 是 离散 的 , 矛盾 . 故 
Fy) 是 X 的 可 数 紧 集 . 

例 3.7.16 M 空间 类 与 映射 . 

(1) 逆 紧 映射 不 保持 M 空间 09021, 


3.7 M 空间 - 167 - 


EH = (w + 1) x (w +1) — ((wi,o1)). 则 五 是 局 部 紧 的 可 数 紧 空 间 . > 
P = w x {w1}, S = {wi} x w. 
则 P, S 都 是 H 的 闭 子 空间 . 对 me N, 取 定 同 胚 映射 hn: H> He 不 妨 设 当 
nzmlH,.nH,-G9. 定义 X= Qa Hs. WX 是 局 部 紧 的 M 空间 . 定 
X X WHY 如 下 : pe P, WEA how_1(p) & hen(p); 对 se S, MAA 
has (s) 与 howii(s). 设 f: 久 一 Y 是 自然 商 映射 

(16.1) f 是 逆 紧 映射 . 

GBR, f 是 紧 映 射 w ily) c U e rX). |f) = 1, kV = 
F(U -Bunhn(PUS)), 则 yeVer(Y) 且 f-!1(V)cU. 车 |f-!1(y)| > 1, 不 妨 
设 存在 m € N,p € P, fi& f^! (y) = {hzm_1(p), hos (p)), 于 是 存在 We 7(H), 使 
pEW,WNAS = Ø, H hom_1(W) @ham(W) CU. V = f(has 4(W)G has (W)). 
WW f (V) = has a (W) 6 has (W), 从 而 ye V e r(Y) H. f (V) CU. Kf 是 闭 
映射 . 

(16.2) Y 不 是 M 空间 . 

EDA, 存在 度量 空间 Z MMM RR g: Y > Z. 对 ne N, 置 
gn = 二 90foh, :日 一 2Z. 那么 g,(H) 是 紧 度 量 空 间 , 从 而 g, (H) AKA Hilbert 
Jj 4k Io. 因为 PS SIRF w, 于 是 存在 ac。 <w, IE gn Œ (lan, w) x {wi})U 
({wi} x (am;,w1)) 上 取 常 值 zn. 然而 , 当 p € P 时 , gos i(p) = g2n(P), Ase S 时 ， 
Gon($) = J2n+1(5), FÆRA zn = zu, 从 而 g 1(z1) N FUA) 是 无 限 集 , 故 存在 六 
的 无 限 集 (y. : n € N}, 使 ye g (2)m (Ha). 因为 {Hahwen 是 的 局 部 有 限 
集 族 , 所 以 {f(H,)}jwen 是 Y W HOP Bik, 因而 (y, :n EN} 是 Y 的 离散 集 . 这 
与 g-!(zi) 的 可 数 紧 性 相 矛 盾 . 

(2) 闭 映射 不 保持 仿 紧 M 空间 , 如 例 2.11.9. 

(3) 仿 紧 M 空间 的 闭 映 象 不 表 为 La&nev 空间 的 逆 紧 逆 象 , 如 例 2.11.9 中 的 空 
ll] X. 易 验 证 , Lasnev 空间 的 逆 紧 逆 象 是 空间 . 

例 3.7.17 M 空间 类 . 

(1) 可 数 拟 (modk) Æ æ wM 空间 214, 

ib X = [0,4] x [0,w] 一 {(w,w1)}， 则 是 局 部 紧 空间 ， 对 a <w, S 
Ca = {a} x [0,01] — {(w,w1)}. BA (Cs) «o Æ X 的 可 数 紧 的 闭 覆 盖 . 对 7 < w, 
3 U, = [n,w] x [0,0,). WU, € (X). HC, CV e vr(X), WEE m < w, 使 
Um C V. 否则 , 设 序列 {£7} 满足 zw € Un — V, 并 记 en = (Gn, bn). 不 妨 设 5,, 一 
b < wi. W en (w,b) € Co CV, FE. 这 表明 , {U, :n <w} U{0a: 0 <w} Æ 
X 的 关于 {Ca}a<w 的 可 数 拟 (modk) 基 . 
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往 证 X 不 是 可 数 仿 紧 空间 .否则 , 由 于 (nui) : n < o) d X 的 闭 离散 
R, 存在 X 的 局 部 有 限 的 开 集 族 { : n <w}, W (n,w) E€ Va. XE n <w, 存在 
Bn < wi, TH ((n,y) € X : y > Bn} C Va. BUB « wi, fH 8 > sup(, : n <w}. Bl 
(V4) 在 点 (w, 8) 不 是 局 部 有 限 的 , 矛盾 . 
(2) M 空间 ze M 空间 , 如 例 3.7.16(1) PREN Y. 
(3) 一 致 基 > wM 空间 , 如 例 1.8.1 的 V 空间 . 


3.8 N Z fal 


本 节 致 力 于 NN 空间 性 质 的 研究 , 主要 围绕 伪 基 , cs Pd, k 网 这 一 组 概念 与 o 离 
HEIR, o 局 部 有 限 集 族 , o 遗传 闭 包 保持 集 族 这 一 组 概念 的 结合 产生 的 广义 度量 
空间 的 等 价 性 . 经 过 Foged!!?l, Junnila AHE A 193] 等 的 工作 , 这 些 空间 类 之 间 
的 关系 已 经 很 明朗 . 从 空间 引人入胜 的 刻画 , 反映 出 一 般 拓扑 学 工作 者 追求 的 目 
标 . 本 节 分 四 部 分 介绍 NN 空间 类 . 首先 , 研究 具有 c-HC P 伪 基 的 正则 空间 ; 其 次 ， 
探讨 具有 o 离散 有 网 的 空间 与 N 空间 , cs-o 空间 的 等 价 性 ; 再 次 , 论述 具有 ce it 
传 闭 包 保持 cs 网 的 空间 与 N 空间 的 等 价 性 ; 最 后 , 揭示 空间 类 的 映射 定理 . 

定理 3.8.10?! 正则 空间 X RA o 遗传 闭 包 保持 伪 基 当 且 仅 当 或 者 X 是 
No 空间 , 或 者 X 是 所 有 紧 集 是 有 限 集 的 o 闭 离散 空间 ， 

证 明 必要 性 . 设 X RA o-H CP. 伪 基 P. 4X 的 所 有 紧 集 是 有 限 集 , 由 引 
理 3.2.35, X 是 o 闭 离散 空间 . We X 存在 无 限 紧 集 KK. 则 X 是 Ni 紧 空 间 . 否则 ， 
X 存在 离散 闭 集 A, 使 |4| =N. ROE An K =Ø, W A= {raa <w}. 对 
a <u, * V, 2 X - (A- (xa4]). WA X WAS KU {ra} C Va ET, 于 是 存在 
P, € P, ÎE KU(z,)] C Py C Va. Ph Va 的 构造 , {Pajac EFA 的 由 互 不 相同 
元 组 成 的 子 集 , 不 妨 认为 它 是 了 CP. AX K C Nacu, 已 ,所 以 五 的 任何 可 数 集 
Æ X 的 离散 闭 集 , 这 与 天 的 紧 性 相 矛 盾 . 故 X 是 Ni 紧 空 间 . 

WE, id P = Unen Zn 其 中 Pp 是 HCP. 对 neN, 置 

E, = {2 € X:|(2,),| > Xo}, 

Fa = {P — En : P E Pa} U {x}: x E En}. 
FS | 3.2.13, En 是 X 的 可 数 闭 离散 子 空间 , F, 是 可 数 集 族 . 往 证 UJ, c Fn 是 
X 的 网. 对 X 的 紧 集 KCUeET, 存 在 mEN 和 Pe ,使 KCPCU, 于 是 
{P 一 Bn}U{{z} : £ E Kn ES) 是 .多 ,的 有 限 集 且 K C (P-En)U(KNEm) CU. 
因而 X 具有 可 数 网 , 故 X 是 No 空间 . 

充分 性 . 只 须 证 所 有 紧 集 是 有 限 的 o 闭 离散 空间 X 具有 c-HCP 伪 基 . 记 
X =UnenXn, KP X, Æ X 的 闭 离 散 集 且 Xn C Xn. Hn EN, S 
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= {AC Xn: |A] en}. 

BBA Unen Pn Æ X H o-HCP 伪 基 . 

由 此 , 具有 o-HCP 伪 基 的 正则 空间 是 空间 ; N 空间 是 具有 c-HCP 伪 基 的 
空间 当 且 仅 当 它 或 者 是 Lindelaf 空间 , 或 者 是 所 有 紧 集 为 有 限 集 的 空间 . 

本 节 第 二 部 分 , 介绍 NN 空间 , cs-o 空间 以 及 具有 o 离散 网 (或 cs 网 ) 的 空 
间 之 间 的 等 价 性 问题 . 

引 理 3.8.2000 i DP 是 空间 X 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 闭 网 . 车 六 
的 序列 {rn} 收敛 于 x AW 是 x 的 序列 邻 域 , 则 存在 27" e (22), 使 {zx} 终于 
UP’ CW. 

证 明 记 


(2 Ee (PZO : x, BF U 2") = {Phen 

若 引 理 结论 不 成 立 , 则 存在 XX 的 序列 {un}, Eyn € C (025) -W, Mild y, > z. 
这 与 W 是 z 的 序列 邻 域 相 矛 盾 . 

引 理 3.8.3019] Y PD 是 空间 X 的 o 遗传 闭 包 保持 集 族 . OD FX W cs* 
网 , 则 胞 是 X B k m. 

证 明 dd = Uen Zn REF, Æ HOP. WX NWRRK CUET. 对 
n EN, & Fna = U{P E€ Pn: P CU}. SHER {2n}, ee, E K-L s, 则 存 
在 子 列 {2n} KAF £ EX, m ENM Pe Zn (8 {x} Ufa, :ic N93 C PCU, 
于 是 tnn € Fm, PA. AMER EN, HK C Uki B3 2.5.4, 存在 
F € (Ui, Fi, f& K CUZ CU. I P d X Hk RM. 

下 面 介绍 优美 的 Foged 定理 . 

定理 3.8.4110] (Foged 定理 ) 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 o 离散 cs 网 ; 

(2) X 具有 离散 W; 

(3) X 是 cs-o 空间 ; 

(4) X 具有 局 部 有 限 cs* W; 
(5) X ÆN ZA. 

证 明 由 引 理 3.8.3, RINE (5) > (1). 8 P = Unen Zm Æ X H k W, HE 
中 Pn 是 关于 有 限 交 封闭 的 局 部 有 限 闭 集 族 晶 Zm C Pmp 记 P = {Pahaen- 
Xm e N, FEX WHER Un, 使 Un 的 每 一 元 仅 交 Pn WERA. X 
Us en Uo : 8 € Pas) Gn 的 加 细 , 其 中 {Fs : BET inn} dé X. 的 离散 闭 集 族 .于 
是 , 车 Be Unen Drs, JU Fs LG Pm 的 有 限 个 元 相交 . 对 (m,n) EN x N, HE 
理 3.4.11(11.1), 存在 互 不 相交 集 族 {Ws : 8 CT mn}, 使 Ws 是 Fa 的 序列 邻 域 . > 
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Amn =P) : Pa E Pm, B E Tmn H Pa N Fo £ Ø}. 
W (P4 O Ws : (a, b) € Amn} 是 星 有 限 集 族 . 事实 上 , 如 果 对 (a, b), (7,5) € Amn, 
A (Pa NW) N (P, 0n Ws) z e, BA 8 = 8, MAT (4,8) € Amn, PEA P, N Fo z o. 
因此 仅 对 有 限 对 (y,5) € Amn, A (Pa N Wg) N (P, O0 Ws) z Ø. 
WE (m,n) EN x N, X (a,b) € Amn, i € N, E 

He, 84) = U{ Pa N Py :Pe Pi, Py C Wet, 

H (m,n,t) ={H(a,ß,i) : (a, 8) € Amn}. 
IBA Hla, b, i) C Pa N We, 所 以 2C (m,n, i) 是 星 有 限 集 族 . S| 2.8.5, 
H (m,n, i) Bo 互 不 相交 集 族 . HA, AF; 的 局 部 有 限 性 , (m,n, i) 是 闭 
包 保 持 集 族 , 因此 2 (m, n, i) 是 o 离散 集 族 . 定义 

H =U{Hm,n,i) : m,n,i € N}. 
WW A 是 o 离散 闭 集 族 , 于 是 记 Z = Uren Hr BPA, 是 离散 闭 集 族 且 对 
Lj EN, 若 i 关 j, WAHANA =ø. £ 
R={F EH NF +Ø}. 


HIEN”, > 
HT)={F ECB {kKEN: FN #0}=1}. 

W {nF :.£ e RD} = Ad, He 是 局 部 有 限 的 . HFA, AF. e ZI), We 
Ek e NMH A Hsec KH, HANH = (Hi) HANH = (Ho), 于 是 
Hj H = Ø, Wifi (n.2,) n (NF2) = e. AML {NF : F e Z(I)) 是 离散 闭 集 族 . 
再 由 定理 3.4.11(11.1), 存在 互 不 相交 F): F e 多 ( 门 } EVF) ENF 
的 序列 邻 域 . 对 j eN, F e ZI), 定 

V(F, j 0 

Y (1,3) 2 1V(£.3) : F e Z(1)). 
VCZ,j) CV(F). 由 于 ( TT ^ Pj 是 局 部 有 限 集 族 , 所 以 Y (1,5) 是 


Y =UV (Ij) I ENY, j EN}. 
AA Y AX Wo 离散 集 族 . fub Y^ Æ X 的 cs W. 

Xx X 的 序列 {an} KAF ae eU er. MEE m ENMI © zi) 
AFUF, cU. 不 妨 设 z ENF,. RA n EN FB Erm, Ex € Fa. 而 We 是 
Fo 的 序列 邻 域 , 由 引 理 3.8.2, FE i ENM Fy € PS”, f {a} BF UF C Ws. 
由 于 x EUF, 所 以 z e n(H(o, b, i): P, € Fi}. WR P, E A, AP, € Fo, I 
4 Pa N P, c H(a,8,i), KIE (UF) n (UF) C U(H(o, B, i): P, € Ai}. > 

F ={H(a,B,i): P, € Fi}. 
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那么 ze NN 多 H {rn} ZF UF, 所 以 多 ¢ A. 再 由 引 理 3.8.2, 存在 7) € N 和 
Fz E PS, Mi {an} 终于 UF c V(Z). BA (UF) n (UF) C V(Z, j), 所 以 
{an} £F VCZ,j) CUF c UJ CU. MV EX f cs W. 

本 节 第 三 部 分 , 讨论 具有 o EAR Kk 网 的 空间 , 具有 o 遗传 闭 包 保 持 
cs 网 的 空间 与 NN 空间 的 精确 关系 . 

命题 3.8.5P32 409] S, PRA o 遗传 闭 包 保持 cs W. 

WA 若 不 然 , W So = ((o,1/m) : a < wi,n € N}U {oo}, 其 中 序列 
{(a,1/n)} KAF oo. KP 是 5, 的 ce 遗传 闭 包 保持 cs W. 

对 a < w, $ S% = ((o,1/n) : n e N}. 利用 超 限 归纳 法 证 明 , 2 的 子 集 
{P € FP:|SON P| = Ny) 是 不 可 数 的 . 这 与 引 理 2.5.4 相 矛 盾 . 

因为 P 是 cs 网 , 存在 Pe FP, ESO BAF P Bj. 取 po e S n Py. X 
0<a< w, FX 8 <a BRE Ps € P, pg € SO) n Ps, 18 |S n Ps|= No. 把 
S0) US 作为 一 序列 , 使 其 奇 子 列 和 偶 子 列 分 别 是 S00) 和 SC). 则 存在 P, € FY, 
使 SOUS BAF Pa C Su — (pg : 8 <a}. RN, |SONP,| = No, E Ps £ Pa. 
从 而 {Pe A: |S n P| = No} 是 不 可 数 的 . 

引 理 3.8.6093]. 设 空间 X 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 Sa. FF 是 X 的 遗传 闭 包 
保持 集 族 , 则 对 rec X, {F E F : F- {r} 含 序列 收敛 于 x} 是 可 数 的 . 

证 明 若 存 在 y € XX 及 多 的 不 可 数 集 {Fajac WE: Fa 一 {vy} ETR 
Ya = {Yon : n € N}, fi yon > y. 由 引 理 2.5.4, 不 妨 设 .多 在 yw, 是 点 有 限 的 , 于 
Æ {F E F: FAY, Z Ø) 是 可 数 的 , 所 以 {Y。}s。<w， 是 星 可 数 族 . 由 引 理 2.8.5, 
{Yohacu, 是 o 互 不 相交 族 , 不 妨 设 它 是 互 不 相交 族 . 由 .多 If HCP 性 , X 的 闭 子 
空间 (y) U (Uaso, Ya) HEF Su, 矛盾 . 

引 理 3.8.7099] 设 具 有 o 遗传 闭 包 保持 大 网 的 正则 空间 X 不 含 闭 子 空间 同 
EF So. €D EX 的 闭 离散 子 空间 , 则 存在 X 的 o ARRIR C, 使 对 X 的 
紧 集 K 及 deE KND,{HE 和 :deintk(KNH)} 是 4d 在 X 的 网 . 

证 明 首先 注意 到 , X 是 o 空间 , 于 是 X 的 紧 集 可 度量 . RF = Unen Fn 
Æ X 的 有 网, 其 中 多, HOP 闭 集 族 且 Fn C Frys. 对 ze X, 让 

Z,-(Fe.£:FATHERS K, 使 ze K — {r}. 
由 引 理 3.8.6, .Z,| < No, 于 是 记 {UF : F' e Zz"YU ffz = (Falken. 对 
neN,deD,HWd KARER Gaua c X-U(FeZ,:dé F}. 4 Paa =U{F € 
Fa: FAD ={d}}. BA {Gna N Pha: dE D) 是 XX 的 离散 闭 集 族 . 定义 
Him = {Fra Gna O Pha : d € D}, k,n €N; 
KH = Us nen Hin: 
W AEX Ho 离散 闭 集 族 . HIE 满足 引 理 的 要 求 . 对 X 的 紧 集 K 及 
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de KnD,iEU Ed 的 邻 域 . 选取 4d 的 闭 邻 域 cCU-(D— (d). 于 是 
AneNMF © F, &KnVcusS' cU-(D-(id) Rk eN, 
使 Fea = UF' A Fa) U {d}. Wed e Fpa N Gna N Paa C U. FERE d € 
intg(K N Fra Gna N Pha). HF d € intg(K n V) C intg(K 0 (UF')), 于 是 
d € inte (KN(U(F')a)) C inte (KKQYP,4). MAF d € G2,4, PTE d € intx (KNGna). 
Are. 
W(F)-X-Fnk - {d}, 
W —n(W(F):Fe.'HdeWr(F). 
那 和 de Wer 且 {FEF' :FNKNW ze) c Z' n, Kn(uznW c 
Fra, 因此 d € inte (KO Fea). REMIS, d € inte (IK N Fea N Gna N Paa). 
下 述 定理 达到 了 第 三 步 的 要 求 . 
定理 3.8.8 ”对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 
(1) X ÆN 空间 ; 
(2) X 具有 o 遗传 闭 包 保持 cs 网 232 4091, 
(3) X 具有 遗传 闭 包 保持 大 网 且 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 9。 0991. (Junnila-Yun 
定理 ) 
证 明 由 定理 3.8.4, 引 理 3.8.3 以 及 命题 3.8.5, 只 须 证 (3) > (1). KF = 
Unen Fn Æ X Wk, 其 中 多 , 是 HCP 闭 集 族 且 Fna C Fry. 对 m EN, 置 
D, = {x € X : |(Fa)e| 2 Xo}. 
WWD, Æ X 的 闭 集 , 并 且 由 引 理 3.2.21 的 (21.2), 可 以 记 D, = Wien Dne, 其 中 
D, Æ X WARS BEA Dar C Du XE n,k € N, FE X 的 离散 闭 集 族 Ak, 
满足 引 理 3.8.7 的 要 求 (H = Har, D = Da). E 
Far = U{F € Fp : FA Dr = Ø}, 
Fak = E 
由 于 F, EX- D, 是 局 部 有 限 的 , 所 以 Far 是 X 的 局 部 有 限 集 族 . 下 面 证 明 
P = Un penl ak U Far) EX Wk W. X X MRK CU er7, 存 在 neEN 
Bl F' e £z". 4E K CUF' CU. B5|$8 2.5.10, K n D,, BARE, 于 是 存在 
k € N, f Kn D, C Da. X de KAD, HA» 的 性 质 , FE Ha € x, 使 
deintey(Kn Hj) H H4, CU. & 
L= K — U{intk(K N Ha):d E Kn Dan}. 
则 存在 ;ieN 和 多”e FS", (EL CUF" CX Da, FÆ LC Fu. 定义 
P'={H1:d E€ KAD} ULEN Fu: FE F"}. 
WA EeE PL AKCUM CU. WX EN 空间 . 
由 例 1.8.7 的 (7.5), 有 下 述 推论 . 
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推论 3.8.9 正则 空间 X Æx 空间 当 且 仅 当 X 既 具 有 o 遗传 闭 包 保持 大 M, 
又 具有 点 可 数 cs* 网 . 

推论 3.8.1099] x X,Y ÆRA o 遗传 闭 包 保持 网 的 正则 空间 . X x Y 
具有 o 遗传 闭 包 保持 大 网 当 且 仅 当 或 者 X,Y 都 是 NN 空间 , 或 者 X,Y 之 一 的 所 有 
紧 集 是 有 限 集 . 

证 明 ”必要 性 . 如 果 X AEN 空间 , 由 定理 3.8.8, X SAFARI So 
再 由 例 2.5.22, Y 不 含 子 空间 同 胚 于 Si, FRY 的 所 有 紧 集 是 有 限 集 . 

充分 性 . WU cy Pn EX WEA, HY, 是 HCP, 并 且 设 Y 的 所 有 紧 集 
是 有 限 集 . 由 引 理 3.2.35, 可 以 记 Y = Uen Ya, HAY, BY 的 闭 离散 子 空间 . 对 
n,k EN, 定义 


Fak = {P x {y}: P E€ Pa Y E Yp}. 

WU, pen Fnk Æ X x Y BU o 遗传 闭 包 保持 网 . 

推论 3.8.11. BREN X = [[ en Xn 是 具有 o 遗传 闭 包 保持 网 的 正则 空 
间 . 若 每 一 |X| > 2, WX HER 空间 . 

问题 3.8.12B19 定义 适当 的 基 以 刻画 空间. 

本 节 第 四 部 分 , pi m 空间 类 的 映射 定理 . 由 命题 1.6.9, 2.7.2 和 2.1.13, 有 下 

命题 3.8.13 Wh f: X — Y, Korb Xx 是 No IR, Y 是 正则 空间 . A S 
足下 述 条 件 之 一 , WY 是 No 空间 . 

(1) f 是 序列 商 映 射 ; 

(2) f 是 序列 覆盖 映射 ; 

(3) f 是 闭 映射 . 

问题 3.8.14 No 空间 的 正则 的 开 紧 映 象 是 否 是 No 空间 ? 

由 定理 3.4.12, 下 述 命题 成 立 . 

命题 3.8.45 Ww f: X —^ Y 是 闭 映 射 . AX AA TREE, WY 具有 相应 
的 性 质 . 

(1) 具有 o 遗传 闭 包 保持 闭 伪 基 . 

(2) 具有 o 遗传 闭 包 保持 闭 k 网 . 

定理 3.8.161127 22,360]. FX OY EL 闭 映 射 ,其 中 Y 是 正则 空间 . 35 
X 是 X 空间 , 那么 Y EN 空间 . 

证 明 由 命题 3.8.15, Y HA o 遗传 闭 包 保持 大 网 . iw P X 的 o 局 部 有 
限 cs 网 , HF f 是 闭 工 映射 , f(A) BY 的 点 可 数 cs* 网 . 再 由 推论 3.8.9, Y 是 
N 空间 . 
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定理 3.8.1709. w f: XoY 是 闭 映射 . 25 X kN 空间 ,Y 是 正则 空间 ， 
则 下 述 条 件 等 价 : 

(1) Y 是 空间 ; 

(2) Y 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 So; 

(3) f 是 边缘 工 映射 . 

证 明 由 引 理 2.1.15, 定理 3.8.16 和 3.8.8 得 (3) > (1) > (2). 由 定理 3.4.16 
得 (2) > (3). 

对 空间 Y, Y 的 特征 记 为 xY) =minfa: ye Y,y dE Y 中 局 部 基 的 基数 
不 超过 a}. 

下 述 推论 平行 于 Hanai-Morita-Stone 定理 . 

推论 3.8.1813] wf: X 6 Y 是 闭 映射 . d X 是 度量 空间 , 则 下 述 条 件 等 
价 : 

(1) Y EN 空间 ; 

(2) f 是 边缘 工 映射 ; 

(3)(CH) x(Y) < Ni. 

证 明 定理 3.8.17 已 证 明了 (1) & (2). AW x(S,,) > Ni, 由 定理 3.8.17 得 
(3) = (1). 

(2) = (3). 由 引 理 2.1.15, 不 妨 设 f PAL 映射 . Bey € Y, W fly) 
具有 可 数 基 , 由 CH, |f] < N. We € X, KRY 是 x 的 可 数 局 部 基 . 让 
U —U(&,:vxef-(y),4-—(Y-—f(X—-Ud)):v' BY 的 可 数 集 }. 那么 
| 多 | <N, FAA 是 y 的 局 部 基 . 故 x(Y) < N. 

由 此 可 得 到 与 定理 2.3.10 相似 的 结果 : 对 度量 空间 X, X BU RE BIER ER JN 
空间 当 且 仅 当 X? Æ X 的 Lindelöf 子 空间 . 

下 面 介 绍 N 空间 的 道 紧 道 象 Cs 对 角 线 定理 . 

引 理 3.8.19[?3233] 设 正则 空间 是 空间 的 逆 紧 道 象 . AY 是 X MIA, 
那么 

(1) € 存在 o 离散 闭 加 细 F, HE (X) 加 细 FE. 

(2) 多 存在 开 加 细 序 列 (IE, 满足 : 对 X 的 非 空 紧 集 KK, 存在 mm < N,{K;: 
i <m} C H(X), {ni :i < m} CN, E K 2L) Ki HI(%)r,|=1. 

证 明 wf: XY 是 道 紧 映 射 , 其 中 了 是 空间 . 让 P = Uren Zn 是 
Y 的 Pj, 其 中 2, 是 离散 闭 集 族 .由 正则 性 , 选取 X HAY, 使 和 加 
AY. MyeY, 由 了 的 逆 紧 性 , 存在 y BT SU H, 1E fH) BV 中 有 
限 个 元 的 并 内 . 不 妨 设 Y 加 细 {Hy}yey. BAR P € P, FE Ip e Y^", 使 
FP) c Up. BF -U((f (P) AM : Pe Fy}. NF We (1). 
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WF = Uren Fn, HH Fn = {Fo : ae An} EX 的 闭 离散 集 族 . X n EN, 

a E An, W Ua E€ Y, 1E Fa C Ua. > 
Wa = Ua — U{ F5 : 8 € An — {a}}, 
Wa = {Wa:a€ An} ULU -UZ, :U e 7). 

则 0, 是 多 的 开 加 细 序 列 ， MK € W(X) — (e), FEIF) WARE 
(Fi ii m) i K. Mi < m, FE n CN, E F; € Fn, BAK = U, (KNK) 
E \(Hn,)«nr,| = 1. oe ien 

定理 3.8.2023] NAMED RAWR Gs 对 角 线 定理 . 

证 明 设 f:X 一 Y 是 逆 紧 映射 ,其 中 XX 是 具有 Gs 对 角 线 的 正则 空间 , Y 

N 空间 . 
断言 : 存在 X 的 开 和 覆盖 列 {UY}, W 
Xİ K € JF (X) - {2}, K = ,enst(K, V). 

由 命题 1.4.9, X 具有 Gt 对 角 线 序列 {Ay 其 中 ou 加 细 A. X Ke 
JX(X)-(9), Hae X-K, 由 于 {X 一 st(z,.24,)}wen BRK, TE k CN, 使 
K C X — str, A), WA x ¢ st(K, A), KIE K = Nen st(K, A). X j € N, Bi 
引 理 3.8.19, 存在 X WIFI {Fj} 具有 下 列 性 质 : 

(20.1) 对 ne N, Zin 加 细 (Arici Ba) ^ (Aue, Ar) 

(20.2) {Bjn}n 满足 引 理 3.8.19(2). 

对 K€ X(X)- {Ø} KkeN, Mi » k. d (20.2), 存在 有 限 的 {K; : 

i <m} C 4(X), (m :i < m} CN, f£ K = Um Ki H (Zin) K| = 1, BA 
st(K;, Bin,) C St(Ki, %). MA > max{j, ni, no, na). 有 

K C (^, ue 8t(K, Bat) C st(K, Bar) C Ujem St(Ki, Bin.) C st(K, A). 
Mil K =N; ren st(K, Bot). 断言 成 立 . 

设 {Uny EX 的 满足 断言 的 序列 . 不 妨 设 Mi. 加 细 Y,. 对 me N, 由 引 理 
3.8.19, Z Ao 离散 闭 加 细 Fn, W(X) 加 细 FE. iF, = Umen Vus 其 中 
Fom 是 局 部 有 限 闭 集 族 且 Fam C Vu. U Uren Zr 是 Y Wk W, RF 2, 
是 局 部 有 限 集 族 且 Bi C Prti 定义 

Junk = Frm ^f (Pr), n,m, k €N. 
WW Arma 是 X 的 局 部 有 限 集 族 . 验证 U, m pen “ame 是 X 的 网 . EX 的 非 空 
Be K CU €7(X), BA {U}U{X —st(K, M) nen 覆盖 了 f£ (K), 于 是 存在 
n € N, fii f! füK) C UU (X —st(K,%,,)), BEL st(K, Ya) n f! f(K) CU, 从 而 
(fF f(K)-U)nst(K,25) = e, HEFE V € 7(X), Rf f(R) -UCV H 
Vnst(K,27,) = Ø. W f(K) C Y -f(X -(UUV)), PUTER e NAI" e PO”, 
使 f(K) CUM’ c Y — f(X -(UUV)). RH f^ ! f(K) CUF£ 1 (2) cCUUV. 


ilm 


ilm 
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由 .多 ,的 性 质 , 存在 m CN MF! e ze. f& K C UF! C st(K,27,), 那么 
K C U(Z' ^ f-1(27)) CU. MX ZN BIA. 

推论 3.8.21097 No "ERI ERR Gs 对 角 线 定理 . 

例 3.8.22 N 空间 类 . 

(1) Lasnev 空间 > N 空间 , 如 扇 空 间 So (B 1.8.7). 

(2) X 空间 办 具有 o-HCP 伪 基 , 如 实数 空间 R 的 不 可 数 拓扑 和 . 

(3) 可 分 , 具有 o-HCP 伪 基 » 正规 性 , 如 例 3.4.18(2) 的 空间 X. 由 定理 
3.8.1, X 具有 o-HCP 伪 基 . 

例 3.8.23 N 空间 类 与 映射 . 

(1) 开 上 映射 不 保持 No 空间 2501: 蝶 形 空间 ( 例 1.8.3) 可 表 为 No 空间 的 开 映 象 . 

ib X 是 蝶 形 空间 , 其 中 A = R x {0}. 再 让 M = NU (p) Æ Michael 空间 ( 例 
1.8.8). 定义 


Z-—((X—-A)xN)U(Ax (p) c X x M. 
取 映 射 f = mj: Z> X. 
(23.1) f 是 开 映 射 . 对 Ve 7T(XxM), 由 于 NN 是 MM 的 稠 集 ,所 以 对 Be7T(X)， 
有 Am(VNn(BxN))=m(VN(BxM)). 48 B=X—-A, W 
mi(V à Z) 2m(Vn((X —A) xN)um(Vn(A»x (pp) 
-q(Vn((X-4)x M))Um(Vn(Ax {p})) 
=m(VN((X — Ax M))uUm(Vn(X x {p})). 
由 于 mixx {py 是 开 上 映射 ,所 以 f(V AZ) € r(X). ik f FPR. 
(23.2) Z 是 No 空间 . 显然 , Z 是 正则 空间 . HF (X — A) x N £I A x (p) # 
是 可 分 度量 空间 , 为 证 Z 是 No 空间 , 只 须 证 对 天 € X (Z), HS 
Kk, = Kn ((X —A) xN), Ko = Kn(Ax {p}), 
WW Ki, Ko € X (Z). HF m(K) BARR, TH m(K)ON 是 M WAR, 从 而 
Kı = Kony" (m(K) NAN) e X (Z). AA Ax {p} 是 2 的 闭 集 , 所 以 Ky € X (Z). 
(2) 具有 o-HCP 伪 基 性 质 不 满足 逆 紧 逆 象 Gs 对 角 线 定理 . 
对 a «ux, VL, AES I EX =@, 2, I, Y = wi, 并 且 赋 予 Y 离散 拓扑 . 
EN f: X o Y, Bii fa) = (o). WA f EKRI, X RE Gs HAR, HY 
具有 o-HCP W. 然而 , X 不 具有 o- HCP 伪 基 . 
问题 3.8.24 RA o 遗传 闭 包 保持 有 网 的 正则 空间 是 否 是 NN 空间 的 闭 映 象 ? 
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按照 研究 广义 度量 空间 的 基本 问题 , 对 9 可 度量 空间 , 感 兴趣 它 与 具有 o 离散 
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弱 基 的 正则 空间 , 具有 o-HOP 弱 基 的 正则 空间 的 关系 . Tanakal 曾 提出 问题 : 
具有 o-HCP 弱 基 的 正则 空间 是 否 是 9 可 度量 空间 ? 本 节 先 介绍 这 一 问题 的 肯定 
回答 及 相关 结果 , 其 次 讨论 g 可 度量 空间 的 映射 定理 . 

由 弱 基 的 定义 , 下 述 引 理 是 显然 的 . 

引 理 3.9.1 KA =U. Ar 是 空间 X WG. Ha 是 X 的 唯一 聚 点 , 则 
P, 是 a 的 局 部 基 . 

引 理 3.9.2 w P ETA X 的 可 数 弱 遗传 闭 包 保持 集 族 . MRP 是 X 中 
某 非 平凡 收敛 序列 极限 点 的 序列 邻 域 族 , 则 P 是 有 限 的 . 

WEBB 设 X 中 非 平凡 的 序列 S 收敛 于 xz H 儿 是 z 的 序列 邻 域 族 . 如 果 A 
含 无 限 集 列 {PP,}, 则 5 终于 每 一 已 , 所 以 存在 S. 的 子 列 fan}, 使 rw € 已 ,从 而 
(x, :n E N) 是 闭 离 散 集 , 矛盾 . kD 是 有 限 的 . 

定理 3.9.3 ”对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 9 可 度量 空间 ; 

(2) X BA o 离散 弱 基 109): 

(3) X 具有 o 遗传 闭 包 保持 弱 基 2961: 

(4) X BAA o 遗传 闭 包 保持 大 网 的 9 第 一 可 数 空间 (290, 378], 

WEBB (2) > (1) > (3) 是 显然 的 . 

(3) > (4). 由 推论 1.6.20 和 引 理 3.8.3, 只 须 证 具有 o-HCP 弱 基 的 空间 
是 9 第 一 可 数 空间 . RA = Uer Zh 是 X HHH 其 中 9 dé HCP. id 
P =| ex Be, Hn BA, Æ r WE. E r EX. Xn EN, S Pl = A,B. 

不 妨 设 zx 是 X 的 聚 点 . 则 z EX 中 某 一 非 平凡 收敛 序列 的 极限 . 事实 上 , EX 
XE X 的 开 集 列 (V) WE: Vou; CV, E {r} 2 nen Vn XP E Zo 是 P 的 
RA, FE z(P,n) e (P - (z]) AV. SY = {x} U {2(P, n): Pe Pln eN}. Bt 
Y Æ X WAAR, 从 而 Y RA o-HCP 弱 基 且 z 是 了 的 唯一 聚 点 . H5] 3.9.1, Y 
具有 o-HCP 3k. 再 由 Burke-Engelking-Lutzer 度量 化 定理 , Y 是 可 度量 子 空间 ， 
故 存 在 Y 中 非 平凡 的 序列 收敛 于 x. 

由 推论 1.6.19 和 引 理 3.9.2, A! 是 有 限 的 . 从 而 A, 是 可 数 的 . SE X Je g 第 
一 可 数 空 间 . 

(4) = (2). 由 推论 1.6.18, 5,, 不 是 9 第 一 可 数 空间 . 再 由 定理 3.8.8, 3.8.4 和 
命题 1.6.21, X 具有 o 离散 弱 基 . 

由 Lasnev 空间 的 度量 化 定理 ( 见 定理 2.5.17), 可 产生 9 可 度量 空间 的 度量 化 
定理 . 

推论 3.9.4551] X 是 可 度量 空间 当 且 仅 当 X Æ Fréchet 的 9 可 度量 空间 . 

问题 3.9.5005] 具有 o 局 部 有 限 闭 弱 基 的 空间 是 否 是 正则 空间 ? 
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引 理 3.9.60?7 设 正 则 空间 X 具有 点 可 数 cs* W. X 是 9 第 一 可 数 空间 当 
HAK X EDE ATTAF So 的 序列 空间 . 

证 明 只 须 证 充分 性 . KA 是 XX 的 关于 有 限 交 封闭 的 点 可 数 cs* Mj. OW 
rcx,H 

By — (02! : P' e (yz, UP 是 x 的 序列 邻 域 }. 

W BA, 是 可 数 的 . 下 面 证 明 Z =U. Be 是 X 的 弱 基 . 

RGC X, HX z eG, FEB EZB, f£ Bc G. 那么 G 是 其 中 每 一 点 的 序 
列 邻 域 , 于 是 G 是 序列 开 集 . 因为 X 是 序列 空间 , 所 以 G e m. 

另 一 方面 , RG er, 且 存在 ze G, 使 多 , 的 任何 元 不 含 于 G 内 . € 

g* = (Pe (£),: P C G} = {Phien. 

对 mn € N, 4 F, = Ucn Pi W Fn PÆ x 的 序列 邻 域 . 因为 多 是 cs* 网 , Mi EN, 
存在 X 中 收敛 于 x WPS T) n; €N, 4E TY C Pagi — Fa, Hni «nia. > 


2 —[([Pece P: xg P HEFE icen, (fH PAT! 4 2) = {Qr}ken. 
M i E N, FET EFI T, CX -Ui Qr BH, Q, C X -Uir T;. 再 令 
T = {x} U (U{T; : i € N]). 

则 不 存在 工 中 非 平凡 的 序列 {xz} KAFR z' € X 且 不 同 的 zx PARI T. 
事实 上 , Aa’ = m, TE i EN, 1E P; (m) 的 子 序列 (xi, }, MMFELE m, j EN, 
使 7 >i Haren € Tj, AM ten E€ PO (X -— Fa) = 0, FB. Ba! Ax, 则 存在 
Q c 2, f Q & (v) 的 无 限 项 , 这 与 7 的 选取 相 矛 盾 . 因为 X 是 序列 空间 , 所 以 
既是 X 的 闭 子 空间 又 同 胚 于 So, 矛盾 . 

综 上 所 述 , X 是 9 第 一 可 数 空间 . 

定理 3.9.7055] 正则 空间 X 是 9 可 度量 空间 当 且 仅 当 X 是 具有 o 遗传 闭 包 
保持 网 的 空间 , 且 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 So. 

WEBB 只 须 证 充分 性 . 由 于 XX 不 含 闭 子 空间 同 肛 于 SS 所 以 六 必 不 含 闭 子 
空间 同 胚 于 So. 由 定理 3.8.8, X 是 空间 . 再 由 引 理 3.9.6 和 定理 3.9.3, X Æg 
可 度量 空间 . 

la] 3.9.8297 HA o 紧 有 限 弱 基 的 正则 空间 是 否 是 g 可 度量 空间 ? 

定理 3.9.9049]. 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 具有 紧 有 限 弱 基 ; 

(2) X 是 具有 弱 遗 传 闭 包 保持 弱 基 的 有 空间 ; 

(3) X 是 具有 o 弱 遗 传 闭 包 保持 弱 基 的 9 第 一 可 数 空间 . 

证 明 (1) > (2). RARE, k 空间 的 紧 有 限 集 族 是 弱 遗 传 闭 包 保持 的 . 

下 面 证 明 (2) = (3) > (1). WX 的 孤立 点 集 为 工 
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WX BAA o 弱 遗 传 闭 包 保持 弱 基 的 大 空间 . 由 引 理 2.5.10, X Ao BAPE 
网 , 所 以 X 的 紧 集 是 可 度量 的 , 从 而 X 是 序列 空间 , 于 是 X 的 聚 点 是 X 中 某 非 
平凡 收敛 序列 的 极限 点 . 由 引 理 3.9.2, X 是 g 第 一 可 数 空间 . 

BWP = Unen Zh Æ g 第 一 可 数 空间 X 的 弱 基 , 其 中 A, 是 弱 遗 传 闭 包 保 
持 的 且 FA, CA HEX, EA = {Pe 2: PÆ r RER y WR 
x EI, W {r} Ee 多 ,所 以 I 是 XX No 闭 离 散 子 空间 . X n eN, P E Pn S 

D, = (x € X : (Pa)el 2 Xo}, 

Wn (P) = (P — Da) U {£ E€ X -1 : P € H}. 
WJW,(P)cP.REzrzeX-LPe26n4,,W)W,CP) Æ x 的 序列 邻 域 . 事实 
E, 设 序列 fa} KAF x. 则 {r} 终于 P, 由 引 理 2.5.10, Qz; : ie N}U{zDNnD, 
是 有 限 的 , 所 以 {zi AF (P — Dn) U (zx) C W,CP), 因此 W(P) 是 xz 的 序列 邻 
域 . 再 令 


Wa = {Wi(P) :Pe Ay}. 


WY, 是 点 有 限 的 . EKE, 对 x eX, 由 {PD, :Pe FA} 的 点 有 限 性 , 不妨 
设 z EX 一 I. 由 引 理 3.9.2, 6,0 2, 是 有 限 的 , FEY, 是 点 有 限 的 . 从 而 7, 
是 点 有 限 和 弱 遗 传 闭 包 保 持 的 集 族 . 再 由 引 理 2.5.10, W, 是 紧 有 限 的 . 

Moe X, WR EI WZ, = {{x}}; WR r E X-I, WZ, ={W,(P):ne 
N, P € HN Pa) 则 ,x Zr EX WE. Hoo, M rc -I 和 U,V € Ba, F 
En, m ENF P E€ 2n 2,, Q E Han Pm, (EU = W,(P),V = Wm(Q), 从 而 存 
TE k > max{n, m} MR € NPr, IER C PNMQ, 所 以 Wi(R) C Wr(P)NWn(Q). 
其 次 , 对 x ce Ger, kre X-I PAREnCNAPC BN, 使 
PcG, 于 是 x e Wi(P) C PcG. BK, 设 G CX, 满足 对 ze G 有 某 一 
B € Br, BCG. WG 是 其 每 一 点 的 序列 邻 域 , 那么 G 是 序列 开 集 , 所 以 
Ger. RB, fea 的 弱 基 . 

综 上 所 述 , Uc Be EX H o 紧 有 限 弱 基 . 

推论 3.9.10P3 HA o 弱 遗 传 闭 包 保持 弱 基 的 Ni 紧 空间 具有 可 数 弱 基 . 

证 明 Yt — LJ, a An EN 紧 空 间 X 的 弱 基 ,其 中 Z, 是 弱 遗 传 闭 包 保 持 
的 . 记 X 的 孤立 点 集 为 I Mee X-Lik MA ={PeP: Px HFM}. 
WREE n ENM HN Pa BANH {Pataco AA X — (c) HEX WA 
集 , 则 对 a < wi 和 z 的 开 邻 域 U, 有 P,NUN(X 一 {z}) 关 e. 由 归纳 法 , 存在 
X WHE {aa sa < wy}, £z, E PN(X- {rg : B < a})N(X — {r}, BA 
{za :a < w} Æ X 的 不 可 数 闭 离散 集 , 矛盾 . 从 而 40F, 是 可 数 的 . 故 X 是 
g 第 一 可 数 空间 . 
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由 定理 3.9.9, X 具有 o ZARIA. 由 引 理 3.2.13, X 的 点 有 限 且 弱 遗 传 闭 
包 保 持 集 族 是 可 数 的 , 所 以 X 具有 可 数 弱 基 . 

下 面 , 用 覆盖 列 刻画 g 可 度量 空间 . 依照 定义 2.10.4, 可 类 似 定义 局 部 有 限 弱 
展开 、 遗 传 闭 包 保持 弱 展开 和 闭 包 保持 弱 展 开 的 概念 . 

定理 3.9.11244 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X Æg 可 度量 空间 ; 

(2) X 有 局 部 有 限 弱 展开 ; 

(3) X 有 遗传 闭 包 保持 弱 展 开 . 

证 明 只 须 证 (3) > (1) > (2). 

WX BRA HCP BRI {YM}, 1E (47,) BX 的 弱 展 开 . 对 X 的 序列 (s), 
dix,—re€eVers(X) WEE m eN, ff st(z,%,) C V. 由 推论 1.6.19, 存 
E i > m, (8 (m, :n > i) C st(z, Yn) 再 由 引 理 2.5.4, 存在 W' € (Un) g, 使 
(zx, :n >i} C US, FÆFEU € Ym K {£n} BET (m), f£ (x9 U {En :jE 
NECUCV. WU, V, 是 XX 的 cs* PI. 由 引 理 3.8.3 和 定理 3.9.3, X 是 9 可 
度量 空间 . 

BP =U An Eg 可 度量 空间 X 的 弱 基 , 其 中 P, 是 X 的 离散 闭 集 族 . 
id = Urey Be, RP Be 是 x 的 弱 基 .对 neNN, 令 

Un = {2 E X GN Pan = D}, 
Up = {Un} U Pn. 
则 %, Æ X 的 局 部 有 限 履 盖 . 注意 到 , 若 Zr N Pn = D, BA 
x E X —U{P E€ Pn: x P} str, Ya), 
FÆ st(x, Yn) 总 是 x 的 弱 邻 域 . 从 而 (27,) 是 X 的 弱 展 开 . 

问题 3.9.12 ”具有 闭 包 保持 弱 展 开 的 正则 空间 是 否 是 9 可 度量 空间 ? 

利用 o 映射 , 可 获得 9 可 度量 空间 的 映射 刻画 . 

定理 3.9.13 ”对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 9 可 度量 空间 ; 

(2) X 是 度量 空间 的 商 , r H. o BRR 219]; 
(3) X 是 度量 空间 的 商 , KH o RA; 
(4) X 是 度量 空间 的 紧 覆 盖 , 商 , AA o 映 象 250], 

证 明 (1) (4) 设 X 是 g 可 度量 空间 .由 定理 3.9.11 中 (1) > (2) 的 
证 明 及 记号 , X 有 局 部 有 限 的 弱 展 开 {Z2} 对 n EN, K € #(X), ikT, = 
{a : P, € PaPa NOK z e). WT, BARE. Hoel, BK, — PNK, 
Kn = K - U, er, Ka- HA {Ka :a € T,)U(K,) Æ K WAAR. 对 ze Kn, 存 
FE K — User, Ka 的 序列 {zi} 收敛 于 xz. 如 果 存 在 Pe BeN Pn, M P ea 的 弱 


ncN 
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邻 域 , 于 是 存在 m e Nia € Ln, f£ x, € PN Ka, 了 矛盾. 故 Za N Yn = e, 所 以 
z € Un, Mim Kn C Un. 因此 是 X 的 cjp BR. 

XP i EN, W 7; = {Uaa E Aj. 采用 命题 2.9.6 的 记号 , 可 定义 度量 空间 M 
TUE s] r 映射 f : (M,d) 一 X. 由 定理 2.10.6, f 是 商 , 紧 映 射 . 下 面 证 明 f 
是 o 映射 . Xf (ai) e M,n € N, E Blai, an) = (m) € M : qi = Qi Sn}. 
则 f(B(os,---,04)) = [des Ux. FKE, 显然 , FLB(a ,an)) C (hes Uus TE 
z Eien Us. 存在 8 = (B) e M, 使 得 Hp) = 2 对 keN, 若 kh <n, > 
By = On; HK > n, & Be = ph Wz E Nene. HB = (Bs). BABEM A 
f(8) = z, AT z € f(B(a1,-++,an)). 这 表明 f(Blar,-++,0n)) = 门 ;< Uo; 因为 
{B(a an) : (ai) € M,n € N} 是 M WEH Acr YV 是 局 部 有 限 的 , 所 以 f 
是 oc 映射 . 

(2) 2 (1. f: M — X BA, v Ho 映射 , EF M 是 度量 空间 . 由 映射 引 
理 和 定理 2.11.12, X ÆN 空间 . 由 定理 2.9.10, X 是 9 第 一 可 数 空间 . 再 由 定理 
3.9.3, X 是 9 可 度量 空间 . 

问题 3.9.14 g 可 度量 空间 是 可 度量 空间 的 商 有 限 到 一 映 象 吗 ? 

由 例 3.1.16, 道 紧 映 射 未 必 保 持 9 可 度量 空间 . 由 命题 3.8.15 和 定理 3.9.7, 有 

Pik 9 可 度量 空间 的 映射 定理 . 

定理 3.9.15 设 f:X 一 Y 是 闭 映射 , 其 中 X 是 g 可 度量 空间 ,Y 是 正则 空 
间 . 下 述 条 件 等 价 : 

(1) Y 是 9 可 度量 空间 ; 

(2) Y 是 g 第 一 可 数 空间 [230, 378]: 

(3) Y 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 S53. 

定理 3.9.16°4 g WEE RR Gs 对 角 线 定理 . 

证 明 设 f :XX 一 Y Bw ROW, 其 中 X 是 具有 Gs 对 角 线 的 正则 空间 ,六 
是 9 可 度量 空间 . 由 定理 3.8.20, X EN 空间 . WRX 不 是 9 可 度量 空间 , 由 定理 
3.9.7, X & RIT ABIT ART S, 令 = fir: To f(T). Uh 是 道 紧 映 射 ,于 
是 f(T) Æ Y 的 Fréchet 的 闭 子 空间 . 由 推论 3.9.4, f(T) 是 可 度量 空间 . 再 由 定 
H 2.2.12, T 是 可 度量 空间 , 矛盾 . 因此 , X 是 g 可 度量 空间 . 

例 3.9.17 g 可 度量 空间 类 . 

(1) 点 可 数 cs 网 , 不 含 闭 子 空间 同 胚 于 Su, k 空间 2 序列 空间 , 如 紧 化 BN. 

(2) 不 含 闭 子 空间 同 豚 于 Su, No 空间 > k TE, 如 Michael 空间 ( 例 1.8.8). 

(3) o 弱 遗 传 闭 包 保持 弱 基 e k 空间 , 如 例 2.5.18 中 的 空间 X. 
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3.10 某 些 尚未 解决 的 问题 


本 节 将 以 上 各 章节 提 到 的 问题 集中 , 供 有 兴趣 的 读者 研究 2. 为 方便 查 对 , 问 
题 仍 使 用 原 序号 . 

问题 1.7.8099 ”具有 点 可 数 基 的 wA 空间 是 否 是 可 展 空间 ? 

问题 1.7.9007]. 拟 可 展 的 6 空间 是 否 是 可 展 空间 ? 

问题 1.7.10075 具有 Gs WARK wM 空间 是 否 是 可 度量 空间 ? 

问题 1.8.1625] 是否 存在 正则 遗传 Lindelaf 的 半 度 量 空间 X, 使 X? 不 是 
正规 空间 ? 

问题 1.8.1714) 是 否 存在 非 o 空间 的 正则 遗传 Lindel5f 的 半 度 量 空间 ? 

问题 2.1.1790] 特征 空间 YY, 使 每 一 满 的 闭 映射 f : X Y 是 可 数 双 商 映 


射 . 


问题 2.1.1808. wf: xX Y 是 闭 映射 . 空间 X 或 了 附加 什么 条 件 , 对 每 
—yc€Y,Of-!(y) 具有 较 好 性 质 ? 

问题 2.2.21i140 正规 Moore 空间 是 否 是 次 可 度量 空间 ? 

问题 2.4.65) ”第 一 可 数 的 连通 空间 是 否 是 连通 度量 空间 的 开 映 象 ? 

问题 2.4.1684] (Olson RC) 具有 点 可 数 基 空间 到 具有 点 可 数 型 空间 的 商工 
映射 是 否 是 可 数 双 商 映 射 ? 

问题 2.5.207°) HA o 弱 遗 传 闭 包 保持 基 的 空间 是 否 具有 点 Gs 性 质 ? 

问题 2.5.212623 RA o 紧 有 限 大 网 的 正则 的 大 空间 是 否 是 亚 Lindel5f 空 间 ? 

问题 2.5.25B870] 寻求 可 数 个 Lasnev 空间 乘积 的 子 空间 的 内 在 刻画 ? 

问题 2.6.5 用 度量 空间 的 映 象 刻 画 性 质 : 每 一 紧 集 是 可 度量 的 第 一 可 数 空 


间 . 

问题 2.9.17 (1) ” 半 度 量 空间 是 否 是 某 一 度量 空间 的 序列 覆盖 的 x 映 象 ? 

(2) 半 度 量 空间 是 否 是 某 一 度量 空间 的 紧 覆 盖 的 r 映 象 ? 

问题 2.10.10 “可 分 度量 空间 的 商 r 映 象 是 否 是 某 一 可 分 度量 空间 的 商 紧 映 
象 ? 

问题 2.10.11073 具有 o KER cs 网 的 对 称 度 量 空间 是 否 是 度量 空间 的 商 
BRR? 


问题 2.10.1804] 道 紧 映 射 是 否 保 持 MOBI 2K? 
问题 2.10.1959] 具有 点 可 数 基 的 空间 是 否 属于 MOBIs 类 ? 


OREZ 1 版 中 已 解决 的 问题 如 下 : 问题 1.6.20 ( 见 例 1.6.23), 问题 2.7.7(1) ( 见 例 3.1.22), 问题 2.7.20 
( 见 推 论 2.7.19 后 的 说 明 ), 问题 3.1.16 (WØ) 3.1.20) , 问题 3.2.29 ( 见 定理 3.2.22), 问题 3.4.1(5) ( 见 命题 
3.5.18), 问题 3.8.3 ( 见 定 理 3.9.3). 
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[988 3.1.5 (1) 具有 点 可 数 p WEN 6 空间 是 否 是 半 层 空间 ? 

(2) 具有 点 可 数 基 的 6 空间 是 否 是 半 层 空间 ? 

(3) 具有 点 可 数 基 的 集 态 正 规 的 8 空间 是 否 是 可 度量 空间 P517 

问题 3.1.1807] 道 紧 映射 是 否 保持 具有 点 可 数 p 基 的 空间 ? 

问题 3.1.190149] 道 紧 映 射 或 伪 开 s 映射 是 否 保 持 度量 空间 的 伪 开 s 映 象 ? 

问题 3.1.21049]. 任 一 空间 是 否 可 表 为 具有 点 可 数 网 空间 的 闭 映 象 ? 

问题 3.1.23[?61 具有 点 可 数 网 的 正则 Fréchet 空间 是 否 具 有 紧 可 数 k 网 ? 

问题 3.2.4 具有 下 述 性 质 的 空间 X 是 否 是 2# 空间 ? X 有 闭 包 保持 的 闭 覆 
mV {F,} 满足 : WX 的 点 z 及 序列 {an}, E En € C(F,, 2), 则 {xz} ARA. 

问题 3.2.7 HA 垫 状 (modk) 网 的 空间 是 否 是 次 亚 紧 空间 ? 

问题 3.2.11B73] Y; 空间 是 否 具 有 o 离散 的 闭 拟 (modk) 网 ? 

问题 3.2.2374 perfect 的 X 空间 是 否 是 空间? 

问题 3.2.32 (1) 强 空间 是 否 满足 Lindelof 型 分 解 定理 592)? 

(2) perfect 的 强 允 空间 是 否 满足 紧 型 分 解 定理 547 

问题 3.2.34 (1) VE X x I ÆR D* 空间, 那么 X 是 否 是 强 允 空间 ? 

(2) 空间 性 质 是 否 是 有 限 可 积 性 ? 

问题 3.3.8099] Ro 空间 是 否 具有 一 致 (G)? 

问题 3.3.13054 o 空间 的 逆 紧 逆 象 是 否 满足 紧 型 分 解 定理 ? 

问题 3.3.19 (1) 可 数 仿 紧 半 层 空间 的 道 可 数 紧 道 象 是 否 满足 可 数 紧 型 分 解 
定理 (1401? 

(2) 正则 半 层 空间 是 否 满足 紧 型 分 解 定理 ? 

问题 3.3.22184 77 Fréchet 的 半 层 空间 是 否 可 表 为 半 度 量 空间 的 闭 映 象 ? 

问题 3.3.2307] Kf: xX Y 是 闭 映 射 . 如 果 X 是 对 称 度量 空间 ,了 是 g 
第 一 可 数 空间 , 那么 Y 是 否 是 对 称 度量 空间 ? 

问题 3.4.2021 半 层 空间 是 否 具 有 o 闭 包 保 持 网 ? 

问题 3.4.5 具有 点 可 数 弱 基 , 或 o 局 部 可 数 弱 基 的 k 半 层 空间 是 否 是 9 可 
度量 空间 ? 

问题 3.4.17 k 半 层 空间 是 否 满足 道 紧 逆 象 Gs 对 角 线 定理 ? 

问题 3.4.20 ”正规 的 k, o 空间 是 否 是 仿 紧 空间 ? 

问题 3.4.21 具有 星 可 数 网 的 正则 的 空间 是 否 是 半 层 空间 ? 

问题 3.4.22 半 层 空间 的 正则 的 伪 开 紧 映 象 是 否 是 o 空间 ? 

问题 3.5.1 Ceder 问题 (791. 

(1) Ma 空间 是 否 是 Mi 空间 ? 

(5) M, 空间 是 否 具 有 闭 遗 传 性 ? 
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(6) 闭 映射 或 逆 紧 映射 是 否 保 持 Mi 空间 ? 

问题 3.5.21094 x X Æ Fréchet 的 层 空间 . 若 X RAAZ k W, X 是 否 
是 Lasnev 空间 ? 

问题 3.6.6093! 用 o 遗传 闭 包 保持 的 对 网 刻画 可 展 空间 的 闭 映 象 . 

问题 3.6.80! WEF (G) 的 空间 是 否 具 有 点 可 数 基 ? 

问题 3.6.13[ 逆 紧 映 射 是 否 保持 WA 空间 ? 

问题 3.6.1684 Moore 空间 的 逆 紧 逆 象 是 否 满足 紧 型 分 解 定理 ? 

问题 3.6.1957 Moore 空间 的 有 限 到 一 的 伪 开 上 映 象 是 否 是 可 展 空间 ? 

问题 3.7.8 (1) Mi 室 间 是 否 是 M* 空间 5061? 

(2) 正规 wM 空间 是 否 是 M 空间 790? 

(3) wM 空间 是 否 是 Mt 空间 ? 

问题 3.8.12819 定义 适当 的 基 以 刻画 X 空间 . 

问题 3.8.14 No 空间 的 正则 的 开 紧 映 象 是 否 是 No 空间 ? 

问题 3.8.24 RA o 遗传 闭 包 保持 大 网 的 正则 空间 是 否 是 NN 空间 的 闭 映 象 ? 

问题 3.9.5005] HA o 局 部 有 限 闭 弱 基 的 空间 是 否 是 正则 空间 ? 

问题 3.9.8092]. HA o 紧 有 限 弱 基 的 正则 空间 是 否 是 9 可 度量 空间 ? 

问题 3.9.12 具有 闭 包 保 持 弱 展开 的 正则 空间 是 否 是 g 可 度量 空间 ? 

问题 3.9.14 g 可 度量 空间 是 可 度量 空间 的 商 有 限 到 一 映 象 吗 ? 


附录 A ”条 些 覆盖 性 质 的 刻画 


这 是 为 了 方便 正文 的 阅读 而 准备 的 附录 , 主要 介绍 正文 中 使 用 的 五 种 履 
盖 性 质 : 仿 紧 性 、 亚 紧 性 、 次 仿 紧 性 、 次 亚 紧 性 以 及 亚 Lindeloóf 性 的 一 些 刻画 
和 相关 的 映射 定理 . 关于 覆盖 性 质 的 系统 介绍 , 推荐 阅读 Burke BJ "Covering 
Properties" 2), 或 蒋 继 光 的 《一 般 拓扑 学 专题 选 讲 》1139， 

本 附录 约定 : 不 预先 假设 空间 满足 任何 分 离 性 公理 , 映射 指 连续 的 满 函 数 . 先 
回忆 一 些 基 本 的 术语 . We X 是 拓扑 空间 , IF AY = {Uaec Æ X 的 覆盖 . 称 
AX 的 良 序 覆盖 , WRI a< b <q, AU. C Us. 4 称 为 X 的 定向 覆盖 , WR 
Xt a, b < y, FE S < y, IE Ua UUs C Us. 对 XX WIRY RU LER 部 分 加 细 
XY, WRV e Y, W eW,t4EVcW. KV atu W,uütev BX AV 
部 分 加 细 YW. 其 他 一 些 常 用 的 记号 及 术语 见 正文 1.1. 


A. 仿 紧 空间 


定义 A.1.1 X 称 为 仿 紧 空间 D, AX 的 每 一 开 覆 盖 存在 局 部 有 限 的 开 加 
A. X 称 为 可 数 仿 紧 空间 95:199, 若 X 的 每 一 可 数 开 和 覆盖 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 . 

仿 紧 空间 的 Michael 特征 是 众所周知 的 . 

定理 A.1.2074275.276 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 仿 紧 空间 ; 

(2) X 的 每 一 开 履 盖 存 在 星 形 开 加 细 ; 

(3) X 的 每 一 开 履 盖 存在 o 离散 开 加 细 ; 

(4) X 的 每 一 开 履 盖 存 在 o 垫 状 开 加 细 ; 

(5) X 的 每 一 开 覆 盖 存 在 闭 包 保 持 闭 加 细 . 

推论 A.1.3?7) (Michael 定理 ) 闭 映 射 保持 卫 仿 紧 性 . 

命题 A.1.4045].— 仿 紧 空间 的 逆 紧 逆 象 是 仿 紧 空 间 . 

证 了 明 Xf: X Y 是 道 紧 映射 , 其 中 Y 是 仿 紧 空间 ， X x HF 
mW, Aye Y, WHEY € UL, folly) cU, Ry 的 开 邻 域 VV， 
使 FIV) C UY, RNY WHEY, : y € Y) 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 
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{W,:y EY}, EW, CCW. 从 而 {f-1(Wy)jNnU:yeyYUe%} BY 的 局 部 有 
限 的 开 加 细 . 故 X 是 仿 紧 空间 . 

定义 A.1.5 EVV EX HBB Y 称 为 多 的 局 部 星 形 加 细 (91, 车 对 
x E X, FE r 的 开 邻 域 G 和 Te 多 ,使 st(G;Y) CU. V BAY 的 点 态 W 加 
细 998), 若 对 ze X, FEU e UW”, f Q7), 部 分 加 细 77. V BAW 的 局 部 
W 加 细 B89, 若 对 ze X, 存在 x 的 开 邻 域 G AY! e UN”, 使 (Y)e 部 分 加 细 
a. 

引 理 A160 设 是 空间 X 的 开 和 覆盖 . 考虑 下 述 条 件 : 

(1) ”有 闭 包 保 持 的 闭 加 细 多 , 使 多" 覆盖 X; 

(2) UV" 有 内 部 保持 的 局 部 星 形 开 加 细 ; 

(3) UV" 有 内 部 保持 的 局 部 W 开 加 细 . 
那么 (3) > (2) > (1). HY BX 的 内 部 保持 开 和 覆盖 , 那么 (1) > (3). 

证 明 (3) > (2) 是 显然 的 . 

(2) 2 (1). & Y EU” 的 内 部 保持 的 局 部 星 形 开 加 细 . 置 

F(4)-—íxe€X:st(z, Y) CUM },W' Ew’; 
F ={F(U'):U' E UYY. 
那么 多 EU? 的 闭 包 保持 的 闭 加 细 且 F E X. 

现在 , 设 EX 的 内 部 保持 的 开 和 覆盖 . 让 F 是 WT 的 闭 包 保持 的 闭 加 细 ， 

AF? Hu xX. 定义 

Wz = (NY)) V(X — UF —(F )x)), © E X; 

X ={W,:x2€ X}. 
WW 是 X 的 内 部 保持 的 开 覆 盖 . 对 rc X, 存在 Fe F, fice Fo. 这 时 有 
U' EU, f& F c Ud, KW (W) ro RIMAY. BW ED 的 局 部 W 加 细 . 

引 理 A.1.7. 若 多 是 可 数 仿 紧 空 间 X 的 o 闭 包 保持 闭 集 族 . ün vo mu 
X, 则 多 存在 闭 包 保持 的 闭 加 细 A, 使 209 覆盖 X. 

证 明 WF = Ue 多), 其 中 多 ,是 XX 的 闭 包 保持 的 闭 集 族 . 对 ne NN, 定义 
P,—U42. 4 P = {P:n EN} 多 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 络 = (Ra :o € A}. 
对 a € A, AE na CN, E Ra C Pa, E 

Ha ={F ARa: F E Fann}, 
H =U{5 : a € A). 
则 . 冯 是 多 WAR A 70^ Sus X. 

引 理 A182) d (27,) EX 的 开 和 覆盖 列 . 若 每 一 Zi 是 AL, NASW 
加 细 (局 部 W 加 细 ), BAM, 存在 o 点 有 限 开 加 细 (o 局 部 有 限 开 加 细 ). 

证 明 WM —(U,:oc«v. XU CU nM > 
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a(U) = min(a < y: U C Ua}. 
对 n> LU e Yn, V Yni REEE OU) WRU C U' e a1, W alU’) = 
a(U). 定义 
Wa = {U € Un : U1 具有 性 质 9(U)). 

(8.1) U, 7^, Bit X. 

对 n> lace X, ŒX an = supfa(U) : x € U e). 由 于 Wri Æ 47. 的 
RAS W 加 细 , 所 以 anya < an «v, FÆR 8 «vy Ak > 3, 使 当 m > k—1H8[, 
an = B. 因为 Mar 是 的 点 态 W 加 细 , AEAU E U, 1H (27,1), 部 
分 加 细 WY. 选取 Ue WY, ^4 U' e 47 B, a(U') < alU). 因为 (VA) 部 分 
MAY, 所 以 oi < alU), 而 a(U) < ox, 那么 o(U) = B. AF oxi = 2, F 
是 WU_1 RAVER OU): MU! € (44 1)s, A aU") < 8 = a(U); BU CU’, W 
a(U’) > o(U), 所 以 a(U") = o(U). KN x € U € VA. 

现在 , 对 n > 1, 定义 

Vaa = U{W € £,:oa(U) 2o], a <7; 
P= {Vaa óc 7}. 
显然 , Un To BW 的 开 加 细 . 

(8.2) Vi, AEX 的 点 有 限 集 族 (局 部 有 限 集 族 ). 

Xt x E€ X, FEG = {x} (x 的 开 邻 域 G) RW EUS, E (Uaa 部 分 加 细 
qe 

r eio(U):U € v 

A-i(a«vyiGnVss d. 
W ACT. 事实 上 , 8€ A,WZgzEU e Y, f£o(U)—8 HUNG e, 于 是 
U € (Une, 从 而 存在 CE 多 SEU C U', BEL alU) = a(U’), FJ 8 € T. 故 
Y, 是 X 的 点 有 限 集 族 (局 部 有 限 集 族 ). 

综 上 所 述 , LU), % Æ A Wo 点 有 限 开 加 细 (o. 局 部 有 限 开 加 细 ). 

定理 A.1.9191 266] 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 仿 紧 空间 ; 

(2) X 的 每 一 良 序 开 履 盖 有 局 部 有 限 开 加 细 ; 

(3) X 的 每 一 内 部 保持 定向 开 履 盖 有 内 部 保持 局 部 星 形 开 加 细 ; 

(4) X 的 每 一 内 部 保持 定向 开 履 盖 有 o 闭 包 保持 闭 加 细 F, 使 多" Pun X; 
(5) X 的 每 一 定向 开 有 覆盖 有 闭 包 保持 闭 加 细 F , 使 多" 覆盖 X. 

证 明 (1) (5). RY 是 XX 的 定向 开 覆 盖 . 让 是 的 局 部 有 限 的 开 加 
Al. 那么 EU 的 内 部 保持 局 部 W 开 加 细 . 由 引 理 1.6, ”有 闭 包 保持 闭 加 细 
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多 ,使 多 ° BEX. 这 时 .多 MAD. 

(5) => (4) 是 显然 的 . 

(4) => (3). 由 引 理 1.7 和 1.6, 只 须 证 X 是 可 数 仿 紧 空间 . 设 = (U,:neN) 
Æ X WFP Bit. 那么 X 的 内 部 保持 的 定向 开 覆 盖 (Uu, Ux : n € N} 有 闭 加 细 
Unen Fn, 使 Fn 是 闭 包 保持 集 族 且 ,v.22 覆盖 X. > 

Ro = Ø; 
Ra = U{F € Ugen Fr : F C pen Urh n €N. 

那么 { 一 Ri_1 :neN} Æ Z 的 局 部 有 限 开 加 细 . 故 X 是 可 数 仿 紧 空间 . 

(3) 僵 (2). RY EX WRB. 由 引 理 1.6, X 存在 内 部 保持 的 开 和 覆盖 
9j {Ur}, EA =U AN 是 的 局 部 W 加 细 . 由 引 理 1.8, Y 存在 开 加 细 
Unen Yrs BEL, 是 XX 的 局 部 有 限 集 族 . 由 引 理 1.6, X 满足 (4), FÆ X 是 可 数 仿 
紧 空 间 , 从 而 (0X, : n e N} 有 局 部 有 限 的 开 加 细 {Wn : n € N}, HW, C UG, 
JA Ue Wa NOV: V €.) EY 的 局 部 有 限 的 开 加 细 . 

(2) = (1). 对 基数 y, 以 Ply) 表示 命题 : X 的 每 一 基数 为 7 的 开 履 盖 有 局 
部 有 限 的 开 加 细 . 假定 7 是 无 限 基 数 且 对 入 < 7 A P(A) 成 立 . WEY EX 
的 基数 为 7 的 开 履 盖 , iY = {Ua :a < y), BA {Usca Us : a < y) Æ X 
NRF, TRCA MARINI Y.  W € Y, Ra(W) « vy, 使 
W CU(Us:8 < o(W)). 对 Qa «y, & 

P4, = U{W € W :a(W) > a}, 
Pa ={Py}U{Ug: 8 <a}. 

由 归纳 假设 , Pa 存在 局 部 有 限 的 开 加 细 A. 定义 

Z(W) ={WOH: HE Hw) BxId&* o « o(W), H H C US,W e X; 

4 — ULZ(W):W EY}. 
那么 多 是 X 的 局 部 有 限 开 集 族 . 对 rc X, 存在 W € (六 )。 EX W' € (Ye, 
有 a(W") « a(W). $ 8 2 o(W), MH € HG, fE xz € H. 由 于 zx4 P: HH iM 
细 Po, 所 以 存在 a < B, EH CU,, FézeWn H e Z(W) c 2. BY 存在 
局 部 有 限 的 开 加 细 Z, 因此 P) 成 立 . 

下 面 介绍 仿 紧 性 与 正规 性 之 间 的 一 些 关 系 . 

定义 A.1.10 X 称 为 集 态 正规 空间 9, 若 {Fajac Æ X 的 离散 闭 集 族 ， 
则 存在 X 的 互 不 相交 的 开 集 族 {Us。}aen, 使 及 C Us. X 称 为 可 膨胀 空间 971, 
4 {Fasaca Æ X 的 局 部 有 限 闭 集 族 , 则 存在 X 的 局 部 有 限 开 集 族 {VajueA, 使 
Rc 

集 态 正规 性 可 简 述 为 每 一 离散 闭 集 族 有 互 不 相交 的 开 扩 张 . 可 膨胀 性 可 简 述 
为 每 一 局 部 有 限 闭 集 族 有 局 部 有 限 的 开 扩 张 . 
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定理 A.1.11 T, 仿 紧 空间 是 集 态 正规 空间 和 可 膨胀 空间 0971, 

WEB] RX ET 仿 紧 空间 . 让 .多 = {Fajac EX 的 离散 闭 集 族 . 对 o € A, 
4V,—-X-U(Z —(F.). X WIR {Vajaa 存在 星 形 开 加 细 Y. Ei 
Ua =st(Fy,V). W Ushaca 是 多 的 互 不 相交 的 开 扩张 . 故 X 是 集 态 正 规 空间 . 

让 多 = {Ljaes EX WAM AIR WT es A<", SVD) = 
X-U(F,:o€ A-T} Maree X,4T, ={aeA:rveF,}. WT, € As’ 
Hze€V(T,). iE Y d X WHE (V(T) : T e A79) 的 局 部 有 限 开 加 细 . 对 
a € A, EU, = st(F4, Y). WR C Us. X x € X, 存在 x 的 开 邻 域 V 和 
n €N, &(Y)y = {V:i & nj. Sé & n, FET € A^", EV, C VT) 令 
T—(o€A:VnU, z 2). WT CUL, DT; 从 而 TEA“*. B (U.)aca EX 
的 局 部 有 限 的 开 集 族 . 故 是 可 膨胀 空间 . 

可 膨胀 性 的 证 明 没 使 用 宛 分 离 性 质 . 由 此 , 对 可 数 仿 紧 空 间 X 的 局 部 有 限 闭 
集 族 {也 ,jwen, TE X 的 局 部 有 限 开 集 族 (Us }nen, 使 Fn C Un. 

命题 A.1.12 设 {FujueA 是 集 态 正 规 室 间 X 的 离散 闭 集 族 . 则 存在 X 的 
离散 开 集 族 {Ga acr, fi Fa C Ga. 

证 明 由 X 的 集 态 正规 性 , 存在 X 的 互 不 相交 的 开 集 族 {UajaeA, fi Fa C 
Ua. 令 下 =U 玉 II=UU. 由 X 的 正规 性 , TETEXEPRPRL S: X — T, Mit 
f(F) c {1}, f(X —U) c {0}. 对 a € A, ÆX Ga = UaN {x € X: f(x) > 1/2). 
W {Go}aca Æ X 的 离散 开 集 族 且 Fy C Ga. 

命题 A.1.13077 X 是 可 数 仿 紧 空间 当 且 仅 当 对 X AA TTE 
{Gn}nen, FE X WARI {Hn}, f Hn C Gn B. X =U, cy Hz. 

WEBB 让 (G,),ew 是 可 数 仿 紧 空 间 X 的 递增 的 开 覆 盖 . 存在 X 的 局 部 有 
Ke FP tt {Vi}nen, BE Vn C Gn. n EN, $ Hn = X -Upon Vm WAR 
Hn C Umen Vn € Gn. XI x € X, FE v WARR U, 仅 与 有 限 个 V 相交 . UE 
k = max{n € N : Us N Vp # Ø}. W) U, C Hy. WU X eL), X Hs. 

RŽ, WU ={Un}nen Æ X HJARA. Hn € N, Gn = Umen Um. JU 
{Gnr}nen Æ X 的 递增 开 覆 盖 , 存在 闭 集 列 {Hn}, f& Hn C Gn AX = Unen Hg. 
4 V, = Un — Umen Hm: W {Va}nen UY 的 开 加 细 . XE x € X, FE n EN, f 
rc He, 于 是 当 m >n 时 , HENA Vp = Ø. 所 以 {Vi,jwen 是 局 部 有 限 的 . 故 X 是 
可 数 仿 紧 空 间 . 


A2 亚 紧 空间 
定义 A.2.1 X 称 为 亚 紧 空间 (或 弱 仿 紧 空间 ) 09, 若 X 的 每 一 开 履 盖 有 点 
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有 限 的 开 加 细 . X 称 为 可 数 亚 紧 空间 099), F X 的 每 一 可 数 开 覆盖 存在 点 有 限 的 
开 加 细 . 

用 与 命题 1.4 (或 引 理 1.6) 同样 的 方法 , 可 证 明 命题 2.2 (或 引 理 2.3). 

命题 A.2.2. 亚 紧 空 间 的 逆 紧 逆 象 是 亚 紧 空 间 . 

引 理 A.2.3 设 是 XX 的 内 部 保持 的 开 和 覆盖 . ”有 闭 包 保 持 的 闭 加 细 当 
HNA 2 有 内 部 保持 的 点 态 W 开 加 细 . 

定理 A.2.4091,346] 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 亚 紧 空间 ; 

(2) X 的 每 一 良 序 开 覆 盖 有 点 有 限 的 开 加 细 ; 

(3) X 的 每 一 开 覆 盖 多 , UT 有 闭 包 保 持 的 闭 加 细 . 

证 明 由 引 理 2.3 得 (1) = (3). 利用 归纳 法 , 与 定理 1.9 中 (2) > (1) 同样 的 
方法 , 只 须 将 “局 部 有 限 ” 换 为 “点 有 限 ” 可 证 明 (2) 2- (1). 下 面 证 明 (3) (2). 

设 是 XX WRAP. 由 引 理 2.3, X 存在 内 部 保持 的 开 覆 盖 列 {Zl,}, 使 
44 =U H Uny BU, WAS W 加 细 . 由 引 理 1.8, V 存在 开 加 细 Unen s 使 
Y, we X 的 点 有 限 集 族 . 这 时 , X 的 定向 开 覆 盖 (UY, : n E N} 存在 闭 包 保持 的 闭 
WMA {Fn : n € N}, f£ E, CUM. Ai Unent V UL, Fk: V e Y.) BY 的 点 
有 限 的 开 加 细 . 

由 定理 2.4 的 (1) ex (3), 有 下 述 亚 紧 空间 的 映射 定理 . 

推论 A.2.5[898 (Worrell 定理 ) 闭 映 射 保 持 亚 紧 性 . 

定理 A.2.6090 398 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 亚 紧 空 间 ; 

(2) X We Fema SARAH, 满足 对 x € X, Ax € st(z, 20); 

(3) X 的 每 一 开 和 覆盖 有 点 态 W 开 加 细 . 

证 明 (1) (2) 是 显然 的 . 

(2) > (3). X WHEY, VY 有 点 有 限 加 细 Z, 满足 (2) 的 要 求 . 对 
H € H, W Ug € Y, HH CUR. S] e X, 定义 

V, = st(z, H)° n (Uug : H € (Hap). 

W {Vr EX} EY 的 点 态 W rna. 

(3) > (1). 对 X IPB UV, 存在 X WAAHI {YW}, EM =U AN 
是 Un 的 点 态 W 加 细 . 由 引 理 1.8, 27 AFMA Uen Mas E Mn 是 X 的 点 有 限 
集 族 . 让 WY 是 {U% : n EN} 的 点 态 W 开 加 细 . Hn EN, + 

Fa = {reEX:st(r, Y) C ULUK iden). 

HAF, C Usen(U%) 且 X = UW eg Fas 于 是 UN{Y 一 LE Fi : V E€ fha} Æ 
U 的 点 有 限 开 加 细 . 
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推论 A.2.7099 仿 紧 空间 的 伪 开 紧 映 象 是 亚 紧 空间 . 

证 明 Kw f:X Y 是 伪 开 紧 映 射 , 其 中 x 是 仿 紧 空间 . 若 是 Y WIDE 
m, BAX Wim f (27) 有 局 部 有 限 的 开 加 细 ,于 是 fO) EY 的 点 有 限 
加 细 且 满足 定理 2.6(2). WY 是 亚 紧 空 间 . 

由 命题 1.13 类 似 的 方法 , 可 证 明 命 题 2.8. 

命题 A.2.8055. 77 X 是 可 数 亚 紧 空间 当 且 仅 当 车 { 思 ,} 是 X 的 递减 的 闭 
RIE Dren Fs = e, 则 存在 X WFR {Gr}, 1E Fn C Gn BN pen Gn = Z. 


A.3 次 仿 紧 空 间 


定义 A.3.16 X 称 为 次 仿 紧 空间 , AX 的 每 一 开 和 覆盖 存在 o 离散 的 闭 加 
a. 

命题 A.3.2000 g f: X — Y 是 逆 紧 映射 ,其 中 久 AE T» 空间 . 如 果 Y 是 次 
仿 紧 空间 , Wu] X 是 次 仿 紧 空间 . 

证 明 Wt 是 X WAR. My cY, f(y) 是 X WBE, 由 正文 引 理 3.2.8， 
存在 Oy € r(X), 使 f! (y) c O, BE O, 中 Yo, 有 有 限 的 闭 加 细 . 由 于 了 是 闭 
映射 , 存在 Hy € 7(Y), fE y € H, H. f (Hy) C Oy, 那么 在 f Ln) is U (n) 
有 有 限 的 闭 加 细 F,. ik @ = (Hy :y € Y). 因为 Y 是 次 仿 紧 空间 , 2€ 有 加 细 
Uien V, rh = {Wy : y € Y) 是 离散 的 闭 集 族 且 Wi, CH, Xie N, E 
P, = {f (Wu) OF: y EY, F e Fy} WE P = Uen Zi BY No 离散 的 闭 
加 细 . 显然 , 多 ÆU 的 加 细 . 对 ie N, AW f OF.) 是 离散 的 且 对 y € Y, Fy 是 
ARK, 于 是 2; 是 o 离散 的 . Hye Y RIF eZ, ünt&z e X -(f  (Wi)nF), 
置 

jJ X- £V), £E X- fW), 
e z E f(W) -— F, 
那么 Le 是 xz EX WARRE Le N (SHW) N F) = Ø, FÆ f (Wy) F2 
闭 的 . 故 X 是 次 仿 紧 空间 . 

定理 A.3.3l64 18] 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 次 仿 紧 空间 ; 

(2) X 的 每 一 开 覆 盖 V7. 存在 开 加 细 序 列 (47, ), 满足 对 x 6€ X, FEN EN 和 
U c U, f st(z, Yn) CU; 

(3) X HE- FAHA o 局 部 有 限 的 闭 加 细 ; 

(4) X 的 每 一 开 和 覆盖 有 o 闭 包 保持 的 闭 加 细 ; 

(5) X 的 每 一 开 和 覆盖 有 o 垫 状 加 细 . 
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WEBB 只 须 证 (1) > (2) > (5) (1). 

(1) 2 (2). 4 是 X WHR. VEU, ey Fn EY 的 闭 加 细 , 其 中 .多 , 是 离 
散 的 . XP n EN, F € Fa, EW Up € 7, EF CUr. & 

En = US, 

Vr = Ur — (En — F), 

Va ={Vr: Fe Fa} ULU- En:U EUY}. 
Ju X FREI (9, 满足 (2) 的 要 求 . 

(2) => (5). & 4 UX WHR. 让 (27,) 是 多 的 开 加 细 序 列 且 满足 (2) 的 

BR. WV = {Ua :aeA} 8 neN,a e A, > 

F(n,o) 2 (x € X :st(z, 4,) C Ua}, 

Fa ={F(n,a):a€ A}. 
WA Unen Fn EY 的 加 细 . MTA CA, Ree X - ULL Ua 如 果 n EN we A’ 
Hy € F(n,a), BA x ¢ st(y,%), AT y € st(x,M%), FÆ x € Ui F(n.o). 
因此 , Unen Fn ÆU Wo 垫 状 加 细 . 

(5) => (1). 为 叙述 简洁 起 见 , 采 用 记号 :对 n,keN, 及 s = (ido, Vds) € NF, 
Ws @n= ( 订 ,i2,…, 计 ,nn). WX MABRY ={U.:a<y7}. FHKEN sen", 
依 下 述 方式 对 大 进行 归纳 , 定义 UY 的 开 加 细 U (s) WR 27 (s) 的 o 垫 状 加 细 
多 (s). 对 teN, 置 

Valt) = Walt) = Uaa < 7; 
U(t) = (Va(t) : o « Y} U QWa(t) :a < y). 
Whiz Y (s) ee YW 的 开 加 细 , 具 形 式 
U (s) = {Va(s) :a < vy U {Wa(s): a < y}. 
ik F(s) Æ 47 (s) Wo 垫 状 加 细 , 具 形 式 
J(s)—(H,(sOn):o«vy,neN)yU(K,(son):o«vy,ncN), 
其 中 {Hs(s On): a < y, {Kals en): o < y)d DHE (Va(s) : o < y} 和 
{Wa(s) :a < y) WK. + Us (s) = Vals) U Wals). 定义 
Veen) - 0.0) e OU KGen a PESE 
Wals @ n) = Uals) n (U{Ug(s) : o < 8 < y]) 
-U[Hs(s 6 n) U Ks(s 6n) : B <a}, 
4 (sen) ={Va(s@n):a<y}U{Wal(s@n):a< y}. 

(3.1) Y (s o n) Æ X 的 覆盖 . 

Mare X, WR z é Usc Vals On), iE 8 = min(o < y : x € Us(s)). 
那么 ze Usegc, Ha(son)UKs(son) FRA B > à, f x € Usl), 从 而 
x € Ws(sen). 因此 , 4 (sen) xm x. 
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Xj seN'neN,o «y, 定义 
T.(s 6 n) = Ha(s 6 n) — U(Va(s) : a B < 7}. 

HT (Ha(sen):oa«wv) Æ (Va(s) :a < 7} WER, (T.(somn):o <7} eX W 
离散 闭 集 族 且 TT,(s 9 n) C Ua. 

(3.2) {Tals Bn): a < 7,5 E€ Uren N" n e N} Æ X 的 覆盖 . 

Mee X, $ ô= min{6 < y: x € Hs(h) U Kplh),h € Uken NF). 那么 存在 
t € Unen Nn EN, f£ x € Hs(t@n)U Ke(t@n). Rime N,o « y, 满足 

Z E H,(tnGm)UK,(t&naom)cV;(te&n)UW,(tGn). 

TH, Hard, WA x d V,(t&n)UW, (ton), Aio —9. m x é Uss Us(ten), 
所 以 z ¢ Ws(tenem), 因此 x € H;(tenem). 又 由 于 ze Hi(ten)UKs(ten), F 
EM BASH, £ é Velton), Ma € Hi(tenem)-U,,; Va(ten) c Ts(tenem). 

综 上 所 述 , YU 具有 o 离散 闭 加 细 , 所 以 X 是 次 仿 紧 空间 . 

推论 A.3.464 闭 映 射 保持 次 仿 紧 性 . 


AA 次 亚 紧 空 间 


定义 A.4.1 X 称 为 次 亚 紧 空间 [139 (或 0 可 加 细 空 间 4007), Zi X 的 任 一 开 
覆盖 存在 开 加 细 序 列 (27, ), 满足 对 x e X, FE n CN, EY, 中 仅 有 有 限 个 元 含 
点 2. 这 覆盖 序列 称 为 X 的 9 序列 . 开 加 细 的 9 序列 也 称 为 9 开 加 细 序 列 . 

X 的 覆盖 列 {YW} MAX 的 覆盖 VL 的 点 态 W 加 细 序 列 , EX z e X, 存在 
4' EU fne N, fi (47,), 部 分 加 细 DW’. 

定理 A.4.2000 次 亚 紧 的 可 数 紧 空 间 是 紧 空 间 . 

证 明 设 X 是 次 亚 紧 的 可 数 紧 空间 . ib € 是 X Hm. WAY 存在 0 
开 加 细 序 列 (27,). 对 ne N, WY = (Us :a € As). WA, 中 互 不 相同 的 元 


01,:::, Qk, 置 


F(a Qn) 2 (Us; :i < k} - U(U4 : a € An — (01,7: ,0x])]- 


HF (F0) : a € A.) EX 的 离散 集 族 , 于 是 它 是 有 限 集 , 从 而 存在 v, 
的 有 限 集 YU Bm iF(o:oaeces A. AH, FEY, WARE Vn us 
{F (01,02) — Uni : 01,0» € An}. 依 此 类 推 , 可 得 到 ZY 的 有 限 集 的 序列 {Mr}, 
1 nen Var 覆盖 U{Fn(a1,-++, Qn) :oa € A i S k EN}. KAU, pen Une 是 
Unen 2 的 可 数 子 覆盖 . 因此 , V 存在 有 限 子 覆 盖 . 故 X 是 紧 空 间 . 

下 面 , 建立 次 亚 紧 空间 的 Junnila 特征 . 
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引 理 A.4.3. EX 的 每 一 (内 部 保持 ) FETE (内 部 保持 ) 开 加 细 点 态 
W 加 细 序 列 , 则 X 的 (内 部 保持 ) 开 履 盖 有 开 加 细 序 列 (25), 满足 

(*) 对 x € X, FEN 的 子 列 {ni}, 使 (2 )z 部 分 加 细 Yr. 

证 明 对 X 的 (内 部 保持 ) HEU, 存在 (内 部 保持 ) 开 加 细 点 态 W 加 细 序 
列 {Hin}, 记 其 为 2 一 (His)azi. HA, Xm € N, 有 Bim ^ (Ni<m Mimi) > 
{Hm+in}nomi- & Un = Han. PAX EX, m EN, FE n > m, E (27), 部 
分 加 细 Wn. WX 的 (内 部 保持 ) Fi A (内 部 保持 ) 开 加 细 序 列 {Z0,}, 满 
AE (9). 

引 理 A.4.4 4X BOR us A TETEJT ILU TI (22, ) 满足 (9), MA BA OF 
加 细 序 列 . 

证 明 记 多 = (Bo:o «y 其 中 是 初始 序数 . WU E Uer v, 
o(U) = min{8 < y : U C Bgj. X n EN, V € Uren V", I UV, RAHME (V 
WR {a(U): V CU E€ UVa} C {al(V)}. XH n,k EN, 定义 

Var = (V € Ur : 4, RAPER O(V)}, 
La = {x£ E X : (Ur)e MAMA Ya}. 


> 


) 


XXn»1LscN^" E 
Ls = (hienbat 其 中 s( 表示 s 的 第 i 个 坐标 ; 
H, = {x € Ls : st(£, Vem) CU i Fetisi) ) F- 
(4.1) {H; : s € Upsi N"} 是 X 的 覆盖 . 
Xo € X, 存在 N 的 子 列 {ta} AUX 的 有 限 子 族 的 序列 { 多 ,小 E Fn C (25, 
且 (2 > 部 分 加 细 UV, 对 n> 1, E 
= Ee Fn F EUH ien 
则 某 P, =o. Bill, 对 n> 1, Fa, = max(o(P) : Pe Pn} HF uu 
部 分 加 细 Pn, 于 是 anp < an， 从 而 存在 KE > 3, 使 ok = ak- = ak. W 
P € A, fi o(P) = ox. 断言: V5, , REE O(P). 事实 上 ,对 PCU EW,， 
WU € (Vo) 于 是 存在 Fe Fr, EU C F, Ag P CUC F, 那么 
oy = o(P) < o(U) € o(F) € ox, 因此 a(D) = o(P), 所 以 V5, 其 性 质 
®(P) 故 Pe Yiw, 这 与 Pe P, WHR. 因而 存在 n > 1, 使 22, =o. 置 
t = (ti, te,-++,tn4i). WA x € Hy. (4.1) 得 证 . 
对 keN, 置 
Wnka = ULV € Vax: a(V) = a},a<; 
Wak = {Wnka : Q < 7}. 
(4.2) War Æ Lnr 上 是 点 有 限 集 族 . 
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XI x E Lnr, TEF EUL., f (),19m.7. &A={a(F): Fe F}. XN 
证 明 (Wir) 是 有 限 的 , 只 须 验证 {a < y:z € Was) C A. Xo «vy Hx € Was. 
则 存在 V € Wx, 使 EV Ha(V) =a, FHV € (Hc, MAME F e F, 使 
V c F. rj 4z, AYER 9(V), MA a(V) =a(F), 因此 o € A. 

XI n >1,s eN”, 定义 

W, = Uien isit) 
Us = {U € Ysin) IU É UYY, 
Hs = Wa U Us. 

那么 A, 是 多 的 开 加 细 且 

(4.3) 26; 在 H, 上 是 点 有 限 集 族 . 

Xx € Hs,st(z, Vstm) C U(Uiz, osin) = U%s, TX v € UT, 从 而 
(35 )。 一 Qs = Uien (Fe as(i+1) )a- 由 (4.2), CAR 是 有 限 的 . 

综合 (4.1) 和 (4.3), [265 : s E Uns N^) 是 多 的 9 开 加 细 序 列 . 

引 理 A.4.5 若 X 的 每 一 良 序 开 履 盖 有 0 开 加 细 序 列 , Wü) X AI 
有 点 态 W 开 加 细 序 列 . 

证 明 对 基数 7y, 以 P(7) 表示 命题 : X 的 每 一 基数 为 7 的 开 和 覆盖 有 点 态 W 开 
加 细 序 列 . 用 超 限 归纳 法 证 明 , 对 每 一 基数 y, P(Y) 为 真 . 假设 7 是 无 限 基数 且 对 
入 <7Y, 有 P(N) 成 立 . WIR 27 BX 的 基数 为 ?7 WIP, WY = {Ua :a < y). 
那么 {Usca Us : o < y) Æ X FU JTJER us, 于 是 它 有 .0 开 加 细 序 列 {%,}. 对 
V € Unen 75, Mav) « 7, HV CU(Ug: 8 & o(V)). Na &«y,neN, & 

Pog =U{V e*,:a(V) > ah, 
Poan = {Pan U Uz 0 <a}. 
由 归纳 假设 , Pan 存在 点 态 W 开 加 细 序 列 {Wonk}. XE n, i € N, E 
Fy: = {2 € X 2s <i}, 
Gn = Uien Fui 
那么 Fri 是 X WARAX = UNG X x E Gnr, > 
a(x, n) = max{a(V):V € (%)e}. 
BW, (x) € OW itunes 再 令 
Ank(®) = (Mice Wni(t)) n (0055)«), 
Hark = {Hnk(£): £ E Ga} U{X — Fnk}. 

(5.1) Ær Æ X 的 覆盖 . 

这 是 因为 , 对 zeX, WR eE Px, WA xE Hala). 

(5.2) {Aar} EY 的 点 态 W 加 细 序 列 . 

对 zeX, 取 neN, 使 ze G. 令 
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A = (o(V) : V € (55).). 
对 a eA, FE ka EN, Fa € FS, E (Bonk, ao BIMA Fa. 定义 
F = Urca FaN Y, 
k = max{ka : o € A} + |(V)al- 
断言 : (Fire 部 分 加 细 F. ERE, W H € (Hir) WI x € x, 于 是 存 
E y € Gn, f£ H = Ane (y). id o = o(y,n), RV € (y, f£ o(V) =a. 于 是 
x E€ Ha(y) CV Hoe A. & j 2 k,. HT j <k, Am Hak(y) C Waj(y), 因此 存 
在 Fe 多 ,使 Wij(y) CF. MAF y EF- Pum, FUF EY, MHCKRFEF 
而 多 是 有 限 的 , 于 是 {和 66} BY 的 点 态 W 加 细 序 列 . 
由 此 可 知 , X 的 每 一 开 履 盖 有 点 态 W 开 加 细 序 列 . 
引 理 A.4.6 JE X 的 每 一 内 部 保持 的 定向 开 履 盖 存 在 o 闭 包 保持 的 闭 加 细 ， 
那么 X 的 每 一 内 部 保持 的 开 覆 盖 存 在 9 开 加 细 序 列 . 
证 明 wY EX 的 内 部 保持 的 开 履 盖 . WYP 是 X 的 内 部 保持 的 定向 开 
Jiu, 于 是 VT AMMA UU, a Fn, 其 中 Fn 是 闭 包 保持 的 . 对 zs XoneN, S 
Vala) 2n(2),—U(F E€ Fa: x£ ¢ F), 
Un = {Vi (x): LE X}. 
则 入 是 多 的 内 部 保持 的 开 加 细 . fEuE (*.) EY 的 点 态 W OOP. 对 
rcX,HMneNAFe.,ilircF,TJÉHW Ee UY, EF CUY. 设 
y € X, Rz e V,(y). Wye F. TAXFIEU CY’, Ey € U, Ari Valy) CU, Fr 
以 0), 部 分 加 细 27". 由 引 理 4.3 和 4.4, YV 存在 0 开 加 细 序 列 . 
引 理 A.4.7 dE X WAY 存在 0 开 加 细 序 列 , 那么 有 XX 的 o 闭 包 保持 
HESS F, 满足 对 ze X, PEF CF MY E (YW), Rae F CUM’. 
证 明 XE (0,) 是 多 的 0 开 加 细 序 列 . XE n,k € N, > 
Fa = (z€X:|05).| < k}. 
则 Fi, XE X 的 闭 集 . 定义 
BOUE =X UD c ); eT 
Fn = {Fn V): V ev" 
Fnk = ua 
由 于 mir, 是 点 有 限 的 , 于 是 它 是 X 的 子 空间 ES A BRR FP az, 从 而 
Fak we X 的 闭 包 保 持 的 闭 集 族 . 置 
F =U Fnk : n,k € N}. 
Mare xX, Mn, k EN, fia E Far BHO E (U), E O42 DY’. 38 
4 F=F,((%)c) A Fur € F¥ Bee F CuUY". 
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定理 A.A.8059]. 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 次 亚 紧 空间 ; 

(2) X 的 每 一 开 履 盖 有 点 态 W 开 加 细 序 列 ; 

(3) X 的 每 一 良 序 开 覆 盖 有 0 开 加 细 序 列 ; 

(4) X 的 每 一 内 部 保持 的 定向 开 覆 盖 有 o 闭 包 保 持 的 闭 加 细 ; 

(5) X 的 每 一 定向 开 和 覆盖 有 o 闭 包 保持 的 闭 加 细 ; 

(6) X 的 每 一 开 履 盖 2 存在 o 闭 包 保 持 的 闭 集 族 F, 满足 对 z < X, 存在 
Fe 4 € (WU), fre F CUY'. 

证 明 由 引 理 4.7 得 (1) = (6). (6) > (5) > (4) 是 显然 的 . 由 引 理 4.6 得 
(4) > (3). 由 引 理 4.5 得 (3) > (2). 由 引 理 4.3 和 4.4 (2) = (1). 

推论 A.4.9089] (Junnila 定理 ) 闭 映 射 保持 次 亚 紧 性 . 

定理 A.4.10097.— X 是 仿 紧 空 间 当 且 仅 当 X 是 次 亚 紧 的 可 膨胀 空间 . 

WEBB 只 须 证 充分 性 . Ye X 是 次 亚 紧 的 可 膨胀 空间 ， 由 于 可 膨胀 空间 是 
可 数 仿 紧 空间 , 为 证 X 是 仿 紧 空间 , 只 须 证 X 的 任 一 开 覆 盖 存 在 o 局 部 有 限 
的 开 加 细 . 对 X 的 开 履 盖 &l, 设 (7) 是 多 的 0 开 加 细 序 列 . X i eN, w 
U, = {Ua : 0 € Ay}. 归纳 构造 X 的 开 集 族 的 序列 {%;}, 满足 

(1) Vz 是 的 局 部 有 限 的 部 分 加 细 ; 

(2) Mae X, WR (Y) « m, 那么 ze 

(3) MR x € V5, 那么 (A)| 2 j. 

首先 , S Yo = OS. 假设 对 0 € j <n, 已 构造 了 Y; 满足 条 件 (1) - (3). id 
e —(ACN:|A| 2n 1). MACH, EX 

Fa = (X — Ujen Vig) V(X - U(Us : a € A; — AJ). 
3A .7-—(FA:Ae€) 是 X WARK. x xe X, MR (Ye) «nc 1, WA x 
的 邻 域 ;<,, Vi; 不 与 多 中 的 任何 元 相交 ; 如 果 (A)| > n 4-1, 选取 Ae oA, 使 
x EN{Us : a E A}, WA NA{U :a eA4} 仅 可 能 与 多 中 的 元 FA 相交 . 因而 多 是 
X 的 离散 闭 集 族 . 由 X 的 可 膨胀 性 , 存在 X 的 局 部 有 限 的 开 集 族 {Gy : 4 e a}, 
使 Fa C Gy. É 
Vinay = {GaN (N{U,: aE A}): AEH}. 

那么 Ving 是 满足 条 件 (1) - (3) 的 集 族 . 

因为 {2} 是 多 的 9 开 加 细 序 列 , 所 以 
加 细 . 故 X 是 仿 紧 空间 . 

命题 A.4.11099].— 次 亚 紧 空间 是 可 数 亚 紧 空间 . 

证 明 设 多 = {Ujren 是 次 亚 紧 空间 X WYRM. 让 {YM} 是 多 的 0 
开 加 细 序 列 . S Vi = U, Va = st(X 一 U Uo Nien VA), n» 1. {Wren 是 


Ae ARD AID RIA 


Vij, 其 中 Vi; = UY; 


j&m 


ug EU o 局 部 有 限 的 开 


ijc 
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U 的 点 有 限 开 加 细 . 


A.5 W Lindelöf 空间 


定义 A.5.104 X RAW Lindelöf 空间 , # X 的 每 一 开 履 盖 存 在 点 可 数 的 开 
Ang. 如 果 X 的 每 一 个 子 空间 都 是 亚 Lindelöf 空间 , 那么 X 称 为 遗传 亚 Lindelöf 
空间 . 

空间 X Wi UV 称 为 X 的 按 指标 良 序 覆盖 , AY = {VajaueA, 其 中 人 是 
良 序 指标 集 . 对 这 种 覆盖 , x EX, War = mna cA: reU} Fac, id 
U, = {x € X : as = 8). 显然 DC Ua. 

定理 A.5.2H43 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 遗传 亚 Lindelof 空间 ; 

(2) X 的 每 一 按 指 标 良 序 开 履 盖 {U jaeA 存在 点 可 数 开 加 细 ^, WEE 
xr EX, WHEV EY, Rr eV c Ua; 

(3) X 的 每 一 按 指标 恨 序 开 履 盖 (Us aea 存在 点 可 数 开 加 细 (Va) aca, 满足 
# o € A, Bl U, C V, C Us. 

WERH (1) = (2). 设 存 在 序数 7 及 遗传 亚 Lindelöf 空间 X PUE PIE 
tt {Ua jacy 使 它 没 有 满足 (2) 的 点 可 数 开 加 细 . 不 妨 设 7 是 具有 上 述 性 质 的 最 小 
序数 . 对 a <y, 空间 Us Us 的 按 指标 良 序 开 履 盖 (Us aca 有 点 可 数 的 开 加 细 
Wo, 满足 (2) 的 要 求 . 如 果 存 在 序数 a, fil y — o c 1, JUI Y U {UL} Æ (Us) a, 的 
满足 (2) 要 求 的 点 可 数 开 加 细 , 所 以 7 是 极限 序数 . 设 是 X BP RS {Un hacy 
的 点 可 数 开 加 细 . 对 W e V^, 选取 o(W) < y, EW C Uw). 定义 

Y={WNV:WeW,V E€ hawza} 
MAV Æ X 的 点 可 数 的 开 集 族 . 对 x € X. 任 取 W € Q),. WA xE Uaw) C 
U(Us : 8 < a(W) +1}, FJÉTFAEV € Vaya, Ez € V C Us, MIM WAV EY 
HzeWnVcU..EHBtY i&(U,..—, 的 满足 (2) 的 点 可 数 开 加 细 , 矛盾 . 

(2) = (3). 设 {Cajaes Æ X WER RENE. 让 Y 是 {U6}aen 的 满足 
(2) 的 点 可 数 开 加 细 . 对 a e A, 置 

V, -U(Ve Y:V CU; WR 8 <a, WV é Ug). 
那么 (V.)aea 是 满足 (3) WATARA E. 

(3) > (1). Y BX WHA. WY 的 按 指标 良 序 开 覆 盖 Y = (Waldo, 
HO X 的 按 指标 良 序 开 覆盖 (Us])oe,, SEU, = 并 且 当 a < y BH, Ua NY = Wa. 
ik (Volo, 是 {Ua}azy 的 满足 (3) 的 点 可 数 开 加 细 . 若 yEY, 则 存在 o < vy, 使 
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y € Ua C Va, AM (V, NY Ja, EW 的 点 可 数 开 加 细 . 因此 , Y 是 亚 Lindelóf 28 
[E]. We X 是 遗传 亚 Lindelöf 空间 . 

推论 A.5.3049] HF s 映射 保持 遗传 亚 Lindelöf 性 . 

证 明 wf: X SY 是 伪 开 s 映射 , 其 中 XX 是 遗传 亚 Lindelöf 空间 . dx 
{Ua}aes 是 了 的 按 指标 良 序 开 覆 盖 . 那么 {Uaa 是 X 的 按 指标 良 序 开 
Tiu, 于 是 它 有 点 可 数 的 开 加 细 {Va}aea, WEF a E A, 则 fU) C Va C 
£^ (Ua). 这 时 f(V,) C Ua, B. f (U.) C f£ (Us)" C Va. BF Sf EAF s 映射 
对 a € A, ES Wa = f (Va), BA (Wa])aea Æ {Ua}aca 的 点 可 数 开 加 细 , 并 且 
满足 对 a e A, 有 U,c Ws C Us. WY 是 遗传 亚 Lindelöf 空间 . 


附录 B 广义 度量 空间 理论 的 形成 


D. Hilbert 在 1900 年 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 作 的 《数学 问题 》 的 著名 演讲 中 
指出 : 只 要 一 门 科 学 分 支 能 提出 大 量 的 问题 , 它 就 充满 生命 力 , 而 问题 缺乏 则 预示 
着 独立 发 展 的 衰亡 或 中 止 . 20 世纪 一 般 拓扑 学 的 发 展 证 实 了 Hilbert 的 名 言 . 

1944 年 J. Dieudonné 引进 仿 紧 性 的 概念 , 是 一 般 拓 扑 学 进入 全 盛 期 的 重要 标 
志 . 随后 拓扑 空间 论 迅 狐 发 展 , 其 表现 形式 是 为 适应 不 同 的 目的 发 现 了 各 种 拓扑 性 
质 , 其 基本 方向 是 为 解决 各 类 问题 而 对 仿 紧 性 与 可 度量 性 作 各 式 的 推广 . 这 些 工作 
产生 了 20 世纪 60 年 代 以 来 一 般 拓扑 学 研究 的 重要 课题 : 广义 度量 空间 理论 . 由 
Aull 和 Lowen?^4! 主编 的 “Handbook of the History of General Topology", 对 
一 般 拓 扑 学 的 历史 作 了 详实 的 记述 , 其 中 Hodel!99 的 “A history of generalized 
metrizable spaces” Œ AWH T 1950 ~ 1980 年 间 广 义 度量 空间 理论 的 主要 成 就 . 
本 附录 以 问题 为 线索 , 力图 前 明 该 课题 的 形成 过 程 与 一 些 发 展 脉络 . 限于 篇 幅 , 侧 
重 描述 1944 ~ 1976 年 间 各 类 广义 度量 性 质 产生 的 背景 . 应 当 声 明 的 是 各 个 时 期 
的 划分 完全 是 为 了 便于 说 明 问 题 的 来 龙 去 脉 . 至 于 广义 度量 空间 理论 及 相关 课 
题 的 现代 发 展 , 除 本 书 外 , 读者 可 参考 书后 的 相关 文献 , 尤其 是 Hart, Nagata 和 
Vaughan!“ 主编 的 “Encyclopedia of General Topology". 


B1 历史 回顾 


早期 一 般 拓扑 学 研究 的 中 心 课题 是 关于 空间 的 度量 化 及 紧 性 问题 内， 正如 
Rudin®4 指出 , 在 这 一 段 时 间 中 , 作为 每 个 数学 工作 者 一 般 知 识 的 一 部 分 的 大 多 
数 定理 得 到 了 证 明 . 大 量 的 基础 性 工作 为 一 般 拓 扑 学 黄 定 了 坚实 的 基础 , 使 其 成 为 
一 门 独立 的 数学 分 支 , 对 数学 其 他 学 科 的 发 展 起 积极 的 促进 作用 . 最 重要 的 成 果 
A: 

定理 B.1.1 (Urysohn 度量 化 定理 , 1925) 具有 可 数 基 的 正则 空间 是 可 度量 
空间 . 

定理 B.1.2 (Tietze 扩张 定理 , 1925) 一 个 空间 是 正规 空间 当 且 仅 当 定义 于 
它 的 闭 子 空间 上 的 实 值 连续 函数 可 连续 地 扩张 到 整个 空间 上 . 

定理 B.1.3 (Tychonoff 积 定理 , 1935) ” 紧 空 间 的 任意 积 空 间 是 紧 空 间 . 
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定理 B.1.4 (Tychonoff 紧 扩张 定理 , 1935) “一 个 空间 是 完全 正则 空间 当 且 仅 
当 它 存在 紧 扩张 . 

上 述 定 理 涉 及 四 类 空间 : 度量 空间 、 紧 空间 、 正 规 空间 和 完全 正则 空间 . 由 于 
应 用 的 广泛 性 , 这 四 类 空间 是 那 时 拓扑 学 者 关注 的 主要 对 象 , 因而 取得 丰硕 成 果 . 
由 此 也 产生 一 系列 亚 待 解决 的 问题 . 这 主要 来 自 两 方面 的 原因 : 其 一 , 度量 空间 、 
紧 空 间 与 正规 空间 之 间 存 在 较 大 的 空 除 , 有 必要 寻找 具有 良好 性 质 且 介 于 度量 空 
间 、 紧 空间 与 正规 空间 之 间 的 空间 类 ; 其 二 , 这 一 时 期 拓扑 学 者 主要 关注 集 族 的 某 
些 有 限 性 或 可 数 性 , 而 对 一 些 不 可 数 情况 应 如 何 加 以 讨论 ? 例如 1925 年 Urysohn 
就 提出 寻找 一 般 空 间 的 度量 化 定理 , 使 Urysohn 度量 化 定理 是 它 的 自然 推论 . 

1936 年 周 绍 湾 在 巴黎 大 学 获得 法 国 国家 科学 博士 学 位 , 点 集 拓扑 学 论文 99 
发 表 于 著名 刊物 Fund. Math. 

早期 一 般 拓 扑 学 主要 成 就 的 意义 在 于 为 一 般 拓扑 学 今后 的 发 展 建立 了 模式 ?. 
这 时 期 定义 的 拓扑 空间 上 的 拓扑 和 运算 (Tietze, 1923), 箱 拓扑 (Tietze, 1923), 
Cartesian fH (Tychonoff, 1930), 道 系 的 极限 (Lefschetz, 1931), 粘着 运算 (Borsuk, 
1937), 各 种 类 型 的 紧 扩张 [ 紧 化 (Carathéodory, 1913), Alexandroff 紧 化 (1924), 
Stone-Cech 紧 化 (1937), Wallman 紧 化 (1938)], 一 些 重要 的 空间 类 [可 数 紧 空 
[E] (Fréchet, 1906), 紧 空 间 (Vietoris, 1921), Lindelöf 空间 (Alexandroff, Urysohn, 
1929), 可 分 空间 (Fréchet, 1906), CCC (Suslin, 1920), 局 部 紧 空 间 (Alexandroff, 
1921), 度量 空间 (Fréchet, 1906), 第 一 可 数 空间 (Hausdorff, 1914), 第 二 可 数 空间 
(Hausdorff, 1914), Moore 空间 (Moore, 1916), 可 展 空间 (Alexandroff, Urysohn, 
1923), 半 度 量 空间 (Wilson, 1931), 连通 空间 (Hausdorff, 1914), 各 种 分 离 公理 ]， 
各 种 形式 的 映射 [连续 映射 (Fréchet, 1910), 同 胚 映射 (Fréchet, 1910), 闭 映 射 
(Hurewicz, 1926), 开 映 射 (Aronszajn, 1931), 商 映 射 (Baer, Levi, 1932), 单调 映射 
(Whyburn, 1934)], 以 及 连续 函数 集合 上 的 点 态 收敛 拓扑 和 紧 开 拓扑 (Fox, 1945) 
等 都 已 成 为 现代 一 般 拓扑 学 研究 的 重要 工具 . 
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本 附录 约定 : TYEE [A] BDL To 分 离 性 公理 , 7 表示 空间 的 拓扑 , 映射 指 连 
续 的 满 函数 . 个 别 空间 假设 的 分 离 性 质 与 原文 稍 有 不 同 . 

B.2.1 仿 紧 性 的 引入 

突破 对 空间 集 族 的 有 限 性 或 可 数 性 限制 的 关键 是 在 拓扑 空间 论 的 研究 中 广泛 
使 用 局 部 有 限 (局 部 可 数 ) 集 族 和 点 有 限 (点 可 数 ) 集 族 . 
”资料 主要 来 源 于 R. Engelking? 
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定义 B.2.1 设 儿 是 空间 XX 的 集 族 . Z 称 为 X KARAR E (局 部 可 数 ) 
集 族 , WRX 的 每 一 点 存在 邻 域 仅 与 A 中 有 限 (可 数 ) 个 元 相交 ; P BRA X 的 
点 有 限 (点 可 数 ) 集 族 , 如 果 X 的 每 一 点 仅 属 于 多 中 有 限 (可 数 ) 个 元 . 

定义 B.2.2 X 称 为 仿 紧 空间 991. 若 X 的 每 一 开 履 盖 存 在 局 部 有 限 的 开 加 
细 . 

紧 空间 => 仿 紧 空间 > 正规 空间 . 1940 年 Tukey!3**) 借用 正规 覆盖 的 概念 引 
入 了 与 仿 紧 空 间 相 类 似 的 空间 : 完满 正规 空间 , 证 明了 度量 空间 是 完满 正规 空间 . 
1948 年 Stonels63 证 明了 完满 正规 空间 等 价 于 仿 紧 空间 , 于 是 度量 空间 是 仿 紧 空 
间 . 仿 紧 空间 是 介 于 度量 空间 、 紧 空间 与 正规 空间 之 间 的 空间 类 . 杨 忠 道 909、 高 
国士 (1:9) 等 关注 仿 紧 空间 的 性 质 . 

可 数 紧 的 仿 紧 空间 是 紧 空 间 . 这 一 命题 草 涵 了 一 般 性 的 问题 : 怎样 的 可 数 紧 空 
间 是 紧 空间 ? Arens 和 Dugundjine 利用 点 有 限 集 族 引进 了 亚 紧 (或 弱 仿 紧 ) 空间 ， 
并 且 证 明了 亚 紧 的 可 数 紧 空间 是 紧 空 间 . 

EX B.2.3 X 称 为 亚 紧 空间 , 若 X 的 每 一 开 履 盖 存 在 点 有 限 的 开 加 细 . 

仿 紧 性 、 亚 紧 性 等 这 些 由 开 覆 新 及 其 加 细 定 义 的 拓扑 性 质 统称 为 覆盖 性 质 . 

B.2.2 ”度量 化 问题 

鉴于 度量 空间 在 数学 的 众多 领域 中 所 起 的 作用 , 研究 一 般 拓扑 空间 的 度量 化 
定理 具有 重要 的 意义 . 

定义 B.2.4 R P ÆTTA X WRK. 称 为 X 的 离散 集 族 D, 若 X 的 每 
一 点 存在 邻 域 仅 与 多 中 至 多 一 个 元 相交 . KO 是 一 集 族 性 质 , X 的 集 族 P 称 为 
o-® RK, E P 是 X 中 可 数 个 具有 GB 性 质 的 集 族 之 并 . 

c 离散 集 族 , o 局 部 有 限 集 族 都 是 可 数 集 族 的 推广 . 利用 这 些 概念 , Bing, 
Nagatalall, Smirnov??4 得 到 了 一 般 拓扑 学 中 卓越 的 度量 化 定理 . 

定理 B.2.5 (Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 ) 正则 空间 X 可 度量 的 充 要 
条 件 是 X 满足 下 述 条 件 之 一 : 

(1) X 具有 o 离散 基 ; 

(2) X 具有 o 局 部 有 限 基 . 

与 此 相仿 , 1964 年 王 成 堂 B93 给 出 了 w, 可 度量 空间 的 第 一 个 充 要 条 件 : 正则 
空间 X fiw, 可 度量 的 当 且 仅 当 X 具有 w, Æ. Morita, Hanail8oq，Stonel363] 独 
立地 证 明了 逆 紧 映射 保持 可 度量 性 . 若干 年 后 , 人 们 对 度量 性 进行 了 种 种 的 一 般 
化 , 由 Hanai-Morita-Stone 定理 的 激发 , 拓扑 学 家 们 广泛 研究 了 度量 空间 映 象 的 
可 度量 化 问题 , 或 被 逆 紧 映射 保持 的 拓扑 性 质 . 如 , 1964 年 刘 应 明和 刘 立 榆 6 证 
明了 两 度量 空间 的 粘着 空间 是 可 度量 的 当 且 仅 当 它 是 第 一 可 数 空间 . 
量化 问题 并 不 由 于 已 得 到 一 般 空 间 的 度量 化 定理 而 宣告 彻底 解决 . 从 某 种 
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意义 上 说 , 一 般 空间 的 度量 化 定理 仅仅 是 为 了 得 到 具有 特定 拓扑 性 质 空间 的 度量 
化 定理 的 桥梁 , 因为 特殊 空间 的 度量 化 问题 还 远 未 解决 , 并 且 在 实际 的 应 用 中 显 
得 更 加 的 重要 . 许多 经 典 的 度量 化 问题 , 如 1923 年 提出 的 Alexandrofflel 问题 ( 完 
正规 的 拓扑 流 形 是 否 可 度量 ), Jones!59. 提出 的 正规 Moore 空间 猜测 (正规 Moore 
空间 是 可 度量 空间 ), 一 直 困 惑 并 激励 着 当代 的 一 般 拓 扑 学 家 , 其 意义 是 不 容 置疑 
的 . 仅 正 规 Moore 空间 猜测 就 支配 了 半 个 世纪 来 度量 化 问题 的 研究 , 促使 一 般 拓 
扑 学 中 相关 领域 的 进展 . Bing5 引 关于 拓扑 空间 度量 化 的 著名 论文 , 定义 了 集 态 正 
规 性 , 部 分 回答 了 正规 Moore 空间 猜测 . 围绕 这 一 猜测 , Alexandroff?] 引进 了 一 
致 基 的 概念 . 

定义 也 .2.6 空间 X 的 基 多 称 为 一 致 的 , WRI ce EU ET {BE B:x 
BCU} 是 有 限 的 . 

Alexandroff 猜测 : 具有 一 致 基 的 正规 空间 是 可 度量 空间 . Heath!) 提出 
Alexandroff 猜测 的 男 一 形式 : 亚 紧 的 正规 Moore 空间 是 可 度量 空间 . 作为 一 致 基 
空间 的 推广 , Arhangelski?! 引进 了 BCO ( 即 base of countable order) 空间 . 

定义 B.2.7 Z X WE Z 称 为 BCO, 如 果 对 x eX, (B; BAS 
x 的 严格 递减 的 集 列 , 则 (B;) 是 xz EX 的 邻 域 基 . 

可 展 空间 是 BCO 空间 , 并 且 仿 紧 BCO 空间 是 可 度量 空间 . 然而 , 集 态 正 规 
的 BCO 空间 未 必 是 可 度量 空间 . 一 致 基 空 间 的 另 一 推广 是 具有 o 点 有 限 基 的 空 
HPI RERA o 点 有 限 基 的 仿 紧 空间 未 必 是 可 度量 空间 , 但 是 具有 o 点 有 限 基 
的 集 态 正 规 的 perfect 空间 是 可 度量 空间 . 与 此 相关 的 是 Heathl164 提出 的 经 典 问 
题 822). 具有 点 可 数 基 的 perfectly 正规 的 仿 紧 空间 是 否 是 可 度量 空间 ? 1991 年 
TodortevitB387] 否定 了 这 一 问题 . 

人 们 对 仿 紧 性 倾注 巨大 的 热情 是 与 20 世纪 50 年 代 得 到 一 系列 关于 仿 紧 空 
间 的 基本 特征 分 不 开 的 . 对 仿 紧 性 研究 的 重大 突破 是 Michael?747276 利用 离散 集 
族 、 局 部 有 限 集 族 、 闭 包 保持 集 族 以 及 垫 状 集 族 给 出 仿 紧 性 的 优美 刻画 . 

定义 B.2.8 KPA REX 的 集 族 . 2 WAX 的 闭 包 保持 集 族 [27 引 ,如 果 
PD CP, HUS =U'; 设 多 是 X 的 覆盖 , Wo FP 的 垫 状 加 细 279, 如 
果 对 B c B, 存在 Pp € P, HEM B CB, AUB C U(Pg: Be n. 

定理 B.2.9 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 仿 紧 空间 ; 

(2) X 的 任 一 开 和 覆盖 有 局 部 有 限 闭 加 细 ; 

(3) X 的 任 一 开 和 覆盖 有 闭 包 保持 闭 加 细 ; 

(4) X 的 任 一 开 和 覆盖 有 垫 状 加 细 . 

如 果 再 设 X 是 正则 空间 , 它们 也 与 下 述 条 件 等 价 : 
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(5) X 的 任 一 开 和 覆盖 有 o 离散 开 加 细 ; 

(6) X WEE—JTAB sti. o 局 部 有 限 开 加 细 ; 

(7) X WEF A o 闭 包 保 持 开 加 细 ; 

(8) X 的 任 一 开 履 盖 有 o 执 状 开 加 细 . 

定理 B.2.9 的 直接 推论 是 闭 映射 保持 仿 紧 性 中 ， 这 是 研究 闭 映射 是 否 保 
持 特定 的 覆盖 性 质 这 一 问题 的 开端 . 受 Michael 关于 仿 紧 性 刻画 的 启示 , 联系 
Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 , Ceder"? 在 题 为 “度量 空间 的 某 些 推广 ”的 经 
典 论文 中 引进 了 M; 空间 (i = 1,2,3). 

定义 B.2.10 WA KA X WM B= (Bi, Bo) 的 集 族 . BMRA X 的 对 
基 , 如 果 对 Be 罗 有 Pi Cr, HLF eU cer, MFE B e 2, xr eB CBC 
U. BRA X WERE, n OS] A C 2 U(B4: BEB} CUB: BER}. 
X 的 集 族 DP 称 为 X 的 拟 基 , WR (PS, P): Pe PA} EX 的 对 基 . 

定义 B.2.11 WX 是 正则 空间 . X KAM, 空间 , WRX 具有 o 闭 包 保持 
dE; X PRA Ma 空间 , WER X 具有 o 闭 包 保持 拟 基 ; X 称 为 Ms TE, 如 果 X A 
A o 执 状 基 . 

Mi LEES M2 空间 > Ms 空间 . 但 是 ， M3 空间 是 否 是 M» 空间 ? M» 空间 
是 否 是 Mi 空间 ? 这 是 Ceder 提出 的 著名 问题 . Ceder 的 论文 揭 开 了 广义 度量 空间 
研究 的 序幕 . M; 空间 的 研究 是 广义 度量 空间 理论 发 展 的 主线 索 之 一 . 

B.2.3” 积 空间 的 仿 紧 性 

Dieudonné®?! 在 证 明了 紧 空间 与 仿 紧 空间 之 积 空 间 是 仿 紧 空间 之 后 问 : 两 
仿 紧 空 间 之 积 空 间 是 否 是 仿 紧 空间 ? SorgenfreyB359 构造 了 一 个 仿 紧 空间 (后 
称 为 Sorgenfrey 直 线 ), 使 其 自 乘 甚至 不 是 正规 空间 . 与 度量 空间 或 紧 空间 比较 ， 
仿 紧 空 间 的 致命 缺陷 在 于 两 仿 紧 空间 之 积 空间 未 必 是 仿 紧 空间 .Dowkerl8s 和 
Katétov'99 独立 引进 可 数 仿 紧 空间 以 讨论 积 空间 的 正规 性 . 

定义 B.2.12. X 称 为 可 数 仿 紧 空 间 , WRX 的 每 一 可 数 开 覆盖 有 局 部 有 限 
的 开 加 细 . 

Dowker 证 明了 正规 空间 是 可 数 仿 紧 空间 当 且 仅 当 它 与 单位 闭 区 间 工 之 积 空 
间 是 正规 空间 . Dowker 在 讨论 了 正规 性 与 可 数 仿 紧 性 之 间 的 精密 关系 之 后 提出 问 
题 : 是 否 存 在 非 可 数 仿 紧 的 正规 空间 ? 这 种 称 之 为 Dowker 空间 的 例子 直到 1971 
年 才 由 Rudin! 做 出 . 

Michael?) ju]: 仿 紧 空间 与 度量 空间 之 积 空间 是 否 是 仿 紧 空间 ? 10 年 后 
Michael?79] 构造 了 一 个 仿 紧 空 间 (后 称 为 Michael 直 线 ), 使 它 与 一 可 分 度量 空间 
之 积 空间 不 是 正规 空间 . Tamano?65! 提出 , 对 空间 X 寻找 一 个 充 要 条 件 , 使 对 任 
何 度量 空间 Y, X x Y 是 正规 空间 .MoritaB% 的 论文 给 Tamano 问题 一 个 合适 
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的 解 . 

定义 B.2.13 X 称 为 P 空 间 (或 Morita 空间 ), 如 果 X 的 开 集 族 {G(ai,…, Qi): 
ad ai E 人 7 E N} 满足 G(r, Qi) € G(o1, 222 Bead Jy MAA X 的 闭 集 族 
(F(o4,:-:,0j)) : Q1,… ,Qi EQ, i € NJ 有 具 下 述 性 质 : 

(1) F(a 0) C Glar, ++, 0); 

(2) WR O WEZI {ai}, fi X = Uen Glar ai), WX = Uen Flara). 

Morita 证 明了 X 是 正规 P 空间 当 且 仅 当 X 与 任 一 度量 空间 之 积 空 间 是 正 
PLZ la]. Frolik!” 证 明了 可 数 个 Cech 完全 的 (Cech-complete) 仿 紧 空间 之 积 空 
间 是 仿 紧 空间 .Frolfk 的 定理 无 疑 是 积 空间 仿 紧 性 的 第 一 个 令 人 满意 的 结果 . 它 
的 不 足 之 处 在 于 度量 空间 未 必 是 Cech 完全 空间 . 减弱 Cech 完全 性 的 尝试 首先 由 
Morita?! 通过 定义 M. 空间 实现 . 

定义 B.2.14 X BRAM 空间 , WR X FEFA ARERI A) 满足 : 
WX 的 点 x 及 序列 {xi}, Æ zi €st(z, 24), W {zi} dE X PARA. 

可 数 紧 空间 , 度量 空间 以 及 Cech 完全 的 仿 紧 空间 都 是 M 空间 , 而 M 空间 是 
P 空间 . 可 数 个 仿 紧 M 空间 之 积 空间 是 仿 紧 M 空间 . 

上 述 论述 是 基于 可 度量 性 是 可 数 可 积 性 展开 的 . 对 度量 空间 不 可 数 积 的 正规 
VE, Stonels62 得 到 了 一 些 等 价 条 件 . 

定理 B.2.15 ”对 非 空 度量 空间 族 {X。}sen, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) Toca Xo. 是 正规 空间 ; 

(2) Toca Xa 是 仿 紧 空间 ; 

(3) A 中 至 多 可 数 个 a, EX, 不 是 紧 空间 . 

由 此 , NN 不 是 正规 空间 . 人 们 把 研究 不 可 数 无 限 积 的 正规 性 或 仿 紧 性 的 兴 
转移 为 求 积 空间 的 适当 子 空间 的 正规 性 或 仿 紧 性 . 这 种 思想 导致 了 Corson? 提 
tH o BARI X TRIBUS, 以 分 别 作 为 有 限 积 和 可 数 积 的 推广 . 

定义 B.2.16 W [[,.4 Xo 是 无 限 积 空间 . WE b= (ba) € X. Max e XX, 记 
supp(z) = {a € A : £a É ba}, E 

c(b) = {x € X : |supp(z)| < Xo}, 

TO) = fw € X : [upp(z)] < No}. 
那么 X 的 子 空 间 ob), Eb) 分 别称 为 以 为 基点 的 空间 族 {X。 : ae A} No 
AAA Xi. 一 般 地 , 它们 分 别 记 为 of Xs :a c A} fIX(X.:o€ A}. 

Corson 证 明了 可 分 度量 空间 族 的 o BAKE Lindelöf 空间 , 完全 度量 空间 族 的 也 
积 是 正规 空间 . 度量 空间 族 的 X 积 是 否 是 正规 空间 成 为 了 一 个 具有 吸引 力 的 著名 
问题 . 1977 年 Gulko! 正面 地 回答 了 这 一 问题 , 1983 年 RudinB43 证 明了 度量 
TERI E 积 是 可 缩 空间 . 
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B.2.4 ”空间 与 分 类 

事实 表明 , 一 般 拓扑 学 家 早期 关于 连续 函数 、 商 映射 、 开 映射 以 及 闭 映射 等 的 
工作 已 成 为 该 学 科 向 前 发 展 的 动力 . B 1944 年 以 来 , 一 些 更 强 有 力 的 映射 不 断 涌 
现 , 如 紧 映 射 (Vaingtein, 1947), 逆 紧 映射 (Vainstein, 1947), 7 映射 (Ponomarev, 
1960), 伪 开 映射 (Arhangel’skii, 1963), ZÆ n t5] (Michael, 1966) 等 . 映射 与 空 
间 是 互相 依存 的 关系 , 所 以 映射 类 的 丰富 势必 要 讨论 它 与 空间 的 纽带 作用 . 1961 
年 对 一 般 拓扑 学 发 展 产 生 巨 大 影响 的 重要 事件 是 , 在 布拉格 召开 了 第 一 次 名 为 “一 
般 拓 扑 学 以 及 它 与 现代 分 析 和 代数 的 关系 ”的 国际 学 术 讨论 会 (以 后 每 5 年 召开 
一 次 ). 在 这 次 会 议 上 , Alexandroff? 提出 了 用 映射 来 研究 空间 的 设想 , 即将 各 式 
各 样 的 空间 类 通过 映射 作为 纽带 将 它们 联系 在 一 起 , 然后 按 空间 类 与 映射 类 之 
间 的 不 同 而 分 门 别 类 地 进行 研究 . Alexandroff 设想 是 有 实例 作为 依据 的 . 例如 ， 
Galel!15] 4E k 空间 刻画 为 局 部 紧 空间 的 商 映 象 ; PonomarevB339 把 第 一 可 数 空间 
刻画 为 度量 空间 的 开 映 象 ; Frolik! 把 Cech 完全 的 仿 紧 空间 刻画 为 完全 度量 空 
间 的 逆 紧 逆 象 . Alexandroff 还 提出 猜想 : 仿 紧 空间 刻画 了 度量 空间 的 逆 紧 逆 象 . 虽 
然 这 是 不 正确 的 , 但 它 引 导 Arhangelskii!9) 引进 wp 空间 的 概念 . 

定义 B.2.17 完全 正则 空间 X 称 为 p 空间 , WR OX 中 存在 覆盖 X 的 开 集 
族 列 {Un}, 满足 对 ze X, A), cy stt, Yn) C X. {Un} 称 为 X 的 pluming. 

Cech 完全 空间 , 完全 正则 的 Moore 空间 都 是 p 空间 . Arhangelski 把 度量 空 
间 的 逆 紧 逆 象 刻画 为 仿 紧 p TH. p 空间 的 重要 作用 还 表现 在 可 数 个 ( 仿 紧 )p T 
间 的 积 空 间 是 ( 仿 紧 ) p 空间 . 虽然 空间 与 M ARI ELA ZUR, 但 是 仿 紧 p 空间 类 
却 重 合 于 仿 紧 M 空间 类 . 总 之 , Alexandroff 关于 映射 与 空间 的 相互 分 类 原则 已 成 
为 一 般 拓扑 学 进一步 研究 的 重要 源 朱 , 并 在 许多 具体 的 空间 类 上 实现 . 例如 ， 

(1) Ponomarev!33) 用 度量 空间 的 开 s 映 象 刻画 了 具有 点 可 数 基 的 空间 ; 

(2) Arhangelskii!5! 用 度量 空间 的 开 紧 映 象 刻画 了 具有 一 致 基 的 空间 ; 
(3) Arhangel'skii?9 用 度量 空间 的 伪 开 映 象 刻画 了 Fréchet 空间 ; 

(4) Morita?! 用 度量 空间 的 道 可 数 紧 逆 象 刻画 了 M 空间 ; 

(5) Franklin035 用 度量 空间 的 商 映 象 刻画 了 序列 空间 ; 

(6) Heath! 用 度量 空间 的 开 r 映 象 刻画 了 可 展 空 间 . 

由 前 所 述 , 1944 ~ 1964 年 20 年 间 一 般 拓扑 学 的 发 展 为 广义 度量 性 质 的 研究 黄 
定 了 牢固 的 基础 , 确立 了 广义 度量 性 质 的 研究 框架 . 有 目的 地 应 用 离散 集 族 、 局 部 
有 限 集 族 、 闭 包 保持 集 族 等 来 处 理 空间 集 族 的 不 可 数 情形 是 这 时 期 研究 的 主要 特 
点 . 仿 紧 性 的 引入 , 将 许多 原来 适合 于 紧 空 间或 度量 空间 的 重要 定理 拓 广 到 仿 紧 空 
间 (这 种 推广 往往 是 本 质 的 ), 而 且 仿 紧 空 间 的 许多 良好 性 质 在 一 般 拓 扑 学 以 外 的 
众多 领域 中 得 到 了 应 用 , 加 速 了 一 般 拓扑 学 作为 一 基础 分 支 向 其 它 领域 的 渗透 . 成 
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功 地 给 出 一 般 空间 的 度量 化 定理 , 使 人 们 更 加 深刻 地 认识 到 度量 空间 的 本 质 属性 ， 
为 如 何 更 深入 和 细致 地 探讨 度量 性 质 展示 了 光明 的 前 景 . 更 重要 的 是 , 避免 了 寻求 
特定 拓扑 空间 度量 化 过 程 中 构造 距离 函数 的 困难 与 繁杂 , 同时 有 利于 人 们 对 度量 
性 质 进行 各 式 各 样 的 推广 和 应 用 . 挖掘 仿 紧 空 间 的 性 质 以 及 得 到 进一步 的 度量 化 
定理 是 这 一 时 期 的 中 心 课 题 . 拓扑 学 家 已 把 早期 集中 于 紧 空 间 和 度量 空间 的 兴 
与 注意 力 渐渐 转移 到 仿 紧 空间 及 度量 空间 的 推广 空间 上 . 确切 地 说 , 学 者 们 不 约 而 
同 地 将 精力 集中 于 如 下 四 类 问题 : 

(1) 在 具有 怎样 更 弱 拓 扑 性 质 的 空间 类 中 可 数 紧 性 与 紧 性 相互 等 价 ? 

(2) 在 怎样 更 一 般 的 空间 类 中 仿 紧 性 关于 可 数 积 封 闭 ? 

(3) 进一步 挖掘 具有 特定 拓扑 性 质 空 间 的 度量 化 定理 . 

(4) 利用 映射 对 空间 进行 分 类 . 
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1965 ~ 1966 年 , Arhangel'skii, Borges, Michael, Wicke 和 Worrell 等 , 发 表 了 
一 批 重要 的 论文 , 把 一 般 拓 扑 学 的 研究 带 入 蓬勃 发 展 阶段 , 并 形成 了 广义 度量 空间 
理论 . 

B.3.1 ”等 紧 性 与 正规 性 

Bacon? 称 空间 X 的 等 紧 的 , 如 果 它 的 任 一 闭 可 数 紧 子 空间 是 紧 空间 . 

莫 基 时 期 的 工作 表明 , 可 展 空间 在 度量 化 问题 中 的 作用 . 可 展 空间 具有 怎样 的 
履 盖 性 质 与 基 性 质 ? Worrell 和 Wicket 发 表 的 “可 展 拓扑 空间 的 特征 ”是 关于 
可 展 空间 最 优秀 的 论文 . 他 们 引入 的 0 可 加 细 性 质 和 0 基 的 概念 给 上 述 问 题 一 个 
满意 的 回答 . 

定义 B.3.1 X 称 为 人 可 加 细 空 间 , WR X 的 任 一 开 覆 盖 存 在 开 加 细 序 列 
{U}, EX x € X i e N WE orda, 4) < No, HH ord(z, 4) = HU € 4 : 
go un 

定义 B.3.2 X WIR Uen Bi RA X 的 0 基 , 如 果 对 x € U e 7, FE 
i eN Ñ BEG, Here Bcu ZMord(z,Z;) < Ws. 

可 展 空 间 具 有 0 可 加 细 性 质 和 9 基 性 质 , 并 且 可 展 空 间 等 价 于 0 可 加 细 的 
BCO 空间 . 1977 年 刘 应 明 P65) 引进 了 狭义 拟 仿 紧 空间 . 9 可 加 细 空 间 > 狭义 拟 
仿 紧 空 间 > 等 紧 空 间 . 1976 年 Reed 和 ZenorP??5! 证 明了 正规 可 展 的 流 形 是 可 度 
量 的 , 开辟 了 拓扑 流 形 度量 化 问题 实质 性 的 研究 路 径 . 

稍为 修改 可 展 空间 的 定义 , 1968 年 Bennett?" 定义 了 拟 可 展 空 间 . 
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定义 B.3.8 X 称 为 拟 可 展 空间 , 如 果 存 在 X 的 开 集 族 的 序列 {多 ;}, 使 对 
x € X, {st(z, Bi) :i € N, st(z, 2i) # 3} 是 x dE X 的 邻 域 基 . 

与 可 展 空间 不 同 的 是 , 拟 可 展 的 仿 紧 空间 未 必 是 可 度量 空间 , 但 是 可 展 空间 可 
分 解 为 perfect 的 拟 可 展 空 间 . Bennett 和 Lutzer?! 证 明了 拟 可 展 性 等 价 于 0 基 
性 质 . Smith. 肯定 地 回答 了 Bennett?! 的 问题 : 拟 可 展 空间 是 等 紧 空间 吗 ? 

点 可 数 基 与 9 基 是 互 不 蕴涵 的 . 如 果 将 0 基 定 义 中 的 条 件 ord(z, 2) < No 换 
为 ord(z, Y) < Wo, BATAAN HF EE Aull?) 定义 的 00 基 . 显然 , 具有 点 
可 数 基 与 o 基 的 空间 都 具有 o0 基 . 许多 关于 点 可 数 基 或 0 基 的 结论 适用 于 60 基 
的 空间 . 如 , 具有 OO 基 的 空间 是 等 紧 空间 . 

Arhangel'skii 和 Projzvolov?^l 在 讨论 紧 空 间 的 度量 化 过 程 中 , 引进 了 p ÆW 

ae, 同时 证 明了 具有 点 可 数 p 基 的 紧 空 间 是 可 度量 空间 . 

定义 B.3.4 X EFRR ZEA X 的 p 基 , 如 果 对 z 关 ye 六 ,存在 Be SZ, 
{Ex EBC X- {y}. 

Shirakils4s] 指出 , 具有 点 可 数 p 基 的 空间 是 等 紧 空 间 . 

定义 B.3.5 X BARA Gs HART, 如 果 存 在 X BUTTER n PU (27,), 使 
对 ze 和 X 有 门 ,-Nst(z;,2) = {x}. 若 将 上 述 开 履 盖 列 改 为 开 集 族 的 序列 , 所 定义 
的 空间 称 为 具有 拟 Gs 对 角 线 11691. 

Sneiderl358] 证 明了 具有 Gs 对 角 线 的 紧 空 间 是 可 度量 空间 ，AndersonDa， 
Bennett?! 和 Heathl57 都 问 过 是 否 具 有 Gs 对 角 线 或 拟 Gs 对 角 线 的 可 数 紧 空间 
是 紧 空 间 ? Chaber® 肯定 地 回答 了 这 一 问题 . Bennett, Byerly 和 Lutzerl59 还 证 
明了 下 述 更 有 力 的 结果 . 

定理 B.3.6 具有 拟 Gs 对 角 线 的 可 数 紧 空间 是 紧 可 度量 空间 . 

至 此 , 关于 广义 度量 等 紧 性 的 研究 可 暂 告 一 段落 . 在 履 盖 性 质 方面 较 好 的 结果 
是 Uspenskiil389 证 明了 o 亚 紧 的 伪 紧 空间 是 紧 空间 . 等 紧 空 间 具有 怎样 的 内 部 特 
征 还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 

积 空间 的 正规 性 与 仿 紧 性 是 一 对 挛 生 兄弟 , 但 前 者 显得 更 加 本 质 和 困难 . 20 
世纪 50 年 代 Dowker, 60 年 代 Morita 等 , 关于 该 课题 的 出 色 工 作为 人 们 进一步 探 
讨 起 了 抛砖引玉 的 作用 . 1969 年 Nagata?) 证 明了 空间 X 是 仿 紧 M 空间 当 且 
4X 同 胚 于 度量 空间 与 紧 空 间 积 空间 的 闭 子 空间 . 进入 20 世纪 70 ER, 优秀 
的 结果 层出不穷 . RudinP49 证 明了 对 每 一 非 离 散 空 间 Y, 必 存 在 正规 空间 X, 使 
X x Y 不 是 正规 空间 . 在 Rudin 和 Starbird?^9 工作 的 基础 上 , Przymusifsky 99 
仔细 研究 了 与 紧 因 子 或 度量 因子 积 的 正规 性 问题 , 给 出 其 积 是 正规 空间 的 充 要 条 
HE, 使 一 系列 结果 成 为 它 的 推论 . 1977 年 Burke 和 van DouwenU?!, Katol98 独立 
地 构造 了 M TH X, 使 X 不 同 胚 于 度量 空间 与 可 数 紧 空间 积 空间 的 闭 子 空间 . 积 
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空间 正规 性 的 另 一 线索 是 Moritals03 猜测 . 

猜测 B.3.7 下 述 命题 成 立 : 

(1) X 是 离散 空间 当 且 仅 当 对 任 一 正规 空间 Y, X x Y. 是 正规 空间 ; 

(2) X 是 度量 空间 当 且 仅 当 对 任 一 正规 P 2898] Y, X x Y 是 正规 空间 ; 

(3) X 是 ez 局 部 紧 的 度量 空间 当 且 仅 当 对 任 一 正规 , 可 数 仿 紧 空间 了 , X x Y 
是 正规 空间 . 

RudinB43 证 实 了 猜测 (1). MoritaP99) 证 明了 如 果 猜 测 (2) 的 回答 是 肯定 的 ， 
则 猜测 (3) 就 是 正确 的 . 2001 年 Balogh"?! 证 明了 猜测 (2) . 

FAENA E 积 的 正规 性 . 紧 空 间 的 E 积 未 必 是 正规 空间 ( 见 定理 B.3.8). 
此 , HE E 积 正规 性 一 般 假定 因子 空间 是 某 种 的 广义 度量 空间 . Kombarev S 得 
到 了 仿 紧 p TRE 积 正规 性 的 充 要 条 件 . 

定理 B.3.8 WX — X(X,:o € A}, EP (X.]oea EHR p 空间 族 . 下 述 
条 件 等 价 : 

(1) X 是 正规 空间 ; 

(2) X 是 集 态 正规 空间 ; 

(3) X 具有 可 数 tightness; 
(4) 每 一 Xa 具有 可 数 tightness. 

与 可 数 积 仿 紧 性 相 类 比 , 定理 B.3.8 启发 人 们 讨论 仿 紧 旨 空间 类 积 的 
EHE. Yajima? 证 明了 M, 空间 族 的 X: 积 未 必 是 正规 空间 .1995 年 Eda, 
Gruenhage, Koszmider, Tamano 和 Todorzevizaoo 证 明了 在 假设 CH F, Lagnev 
空间 So 的 X 积 不 是 正规 空间 . BOSE 954] 证 明了 半 层 空间 族 的 马 积 是 集 态 次 正 
规 空间 . 

B.3.2” 基 的 推广 一 网 

由 Bing-Nagata-Smirnov 度量 化 定理 , 诱发 了 人 们 对 具有 各 种 基 性 质 空间 的 
热情 . 然而 , 由 基 所 定义 的 空间 的 不 足 之 一 在 于 , 考虑 一 些 与 “ 闭 ” 性 有 关 的 运 
算 时 会 带 来 诸多 不 便 , 有 时 甚至 很 困难 . 因而 有 必要 对 其 的 概念 作 适 当 的 推广 . 
Arhangel'skiil!"] 为 证 明 任 意 基数 的 Alexandroff-Urysohn 加 法 定理 时 作 了 成 功 的 
尝试 . 

定义 B.3.9 X WRIA Wk Xx 的 网 , WRX 的 任 一 开 集 是 2 的 某 子 集 
之 并 . 

Arhangel'skii 讨论 了 可 数 网 空间 的 性 质 . Michael?59] 证 明了 可 分 度量 空间 的 
映 象 恰好 是 具有 可 数 网 的 空间 , 由 此 定义 cosmic 空间 为 具有 可 数 网 的 正则 空间 . 
为 讨论 可 分 度量 空间 的 商 映 象 , Michaell289 引进 了 伪 基 的 概念 . 
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定义 B.3.10 X 的 集 族 P MAX 的 伪 基 , WRN X 的 紧 集 K CU €7, 
存在 Pe 多 ,使 KC PcCU. 具 有 可 数 伪 基 的 正则 空间 称 为 No 空间 . 

No 空间 可 以 刻画 为 可 分 度量 空间 的 紧 履 盖 正 则 映 象 . 然而 , 度量 空间 未 必 是 
No 空间 . O'Meara?9 引进 了 大 网 的 概念 , 作为 基 和 伪 基 的 共同 推广 . 

定义 B.3.11 X 的 集 族 P 称 为 X 的 大 网 , 如 果 对 X 的 紧 集 K CU €7, 
存在 2 WARE FD’, EK CUM’ CU. RA o 局 部 有 限 网 的 正则 空间 称 为 
N 空间 . 

N 空间 推广 了 度量 空间 和 No 空间 . 借助 网 的 概念 , Okuyamala23 定义 了 空 
间 , CHE T N 空间 和 cosmic 空间 . 

定义 B.3.12 具有 o 局 部 有 限 网 的 正则 空间 称 为 o 空间 . 

Okuyama 在 研究 了 o 空间 的 一 些 基本 性 质 后 , 提出 两 个 问题 : 

(1) RA o 闭 包 保持 网 的 正则 空间 是 否 是 o 空间 ? 

(2) o 空间 的 正则 闭 映 象 是 否 是 o 空间 ? 

Siwiec 和 Nagata???l 证 明了 o 空间 的 优美 的 特征 定理 , 解决 了 Okuyama 的 
两 个 问题 . 

定理 B.3.13 (Nagata-Siwiec 定理 ) 对 正则 空间 X, 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 o 空间 ; 

(2) X RF o 离散 网 ; 

(3) X RF o 闭 包 保持 网 . 

从 Michael 的 仿 紧 空间 刻画 , Ceder 的 M; 空间 问题 及 Nagata-Siwiec 定理 , 人 
们 自然 很 关心 c 空间 与 具有 o 垫 状 网 的 正则 空间 是 否 等 价 ? 为 了 更 明了 地 表述 这 
一 问题 , 介绍 Borges 关于 Ms 空间 的 创新 性 工作 . 

定义 B.3.14 X 称 为 层 空间 , WR X FERM G:N x 7° 一 7 满足 : 

(1) H c G(n, H) HH = faen GT. 

(2 H C F => G(n, H) c G(n, F). 

层 空 间 等 价 于 Ms 空间 . 由 此 , Borges 解决 了 Ceder?! 提出 的 关于 M; 空间 
的 部 分 问题 , 如 闭 映射 保持 Ms 空间 . 1967 年 Michael 定义 了 半 层 空间 4. 

定义 B.3.15 X 称 为 半 层 空间 , WRX 存在 函数 G : N x 7° 一 7 满足 : 

(1) F = Mex O(n, H): 

(2) H c F > G(n, H) € G(n, F). 

Creede! 94] 系统 地 研究 了 半 层 空间 . 层 空间 , o 室 间 以 及 半 度 量 空间 都 是 半 
层 空 间 . KofnerP?09 将 具有 o 垫 状 网 的 空间 命名 为 伪 层 空间 , 证 明了 伪 层 空间 等 价 
于 半 层 空间 , 同时 构造 了 非 o 空间 的 正则 Lindelöf 的 伪 层 空间 . 
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Okuyama 3 关于 o 空间 的 第 一 篇 论文 证 明了 仿 紧 o 空间 关于 可 数 积 封闭 . 
由 于 ( 仿 紧 ) M 空间 与 ( 仿 紧 ) o 空间 互 不 蕴涵 , 因而 o 空间 出 现 后 遇 到 的 另 一 个 问 
BUE, 寻找 同时 含 于 M 空间 和 o 空间 的 空间 类 , 使 在 该 类 上 仿 紧 性 关于 可 数 积 封 
Hj. NagamiP?9 成 功 地 引进 了 适合 上 述 要 求 的 允 空间 类 . 

定义 B.3.16 设 夕 是 X WER. XXxrexX,9cC(Zzr-n(, XH 
D 网 是 指 X 的 局 部 有 限 的 闭 覆 盖 列 {Fi} 满足 : X 的 点 xz 及 序列 {zi;}, E 
zi € C(Z, x), W {xi} YE X PARA. RAD A DS 空间 . 对 此 允 网 ， 
置 


C(z)=N{C(D;,7) :i EN},r eX. 
那么 C(x) Æ X 的 可 数 紧 的 闭 集 . 当 每 一 C(z) 是 X WARN, {Ai} WAX 的 
38 X Mj, X BOR X 4. 

M 空间 , o 空间 都 是 空间 , X 空间 是 P 空间 , 并 且 仿 紧 空间 关于 可 数 积 
封闭 . Nagami 证 明了 逆 紧 映射 保持 忆 空间 . 但 是 , Michaels 构造 了 局 部 紧 仿 紧 
空间 (Ala © 空间 ), 使 它 的 闭 映 象 不 是 二 空间 . 鉴于 此 , Michael??? 引进 了 强 
24 空间 . 

定义 B.3.17 X 的 集 族 P 称 为 X 的 (modk) W, 如 果 存 在 X 的 由 某 些 紧 
集 组 成 的 覆盖 .% 满足 : X] Ke, (Pe 2:KcP) EK EX PAM. 

强 刀 空间 等 价 于 具有 o 局 部 有 限 闭 (modk) 网 的 空间 . Michaels? WAA o 
闭 包 保持 闭 (modk) 网 的 空间 为 强 型 空间 , 显然 , 闭 映 射 保持 强 Y^ 空间 . Michael 
进一步 指出 , 强 X 空间 是 否 有 继续 深入 研究 的 价值 , 取决 于 仿 紧 强 24 空间 是 否 
关于 可 数 积 封闭 . 1984 年 Patseila27 肯定 地 回答 了 这 一 问题 . Okuyama? 系统 
地 研究 了 与 强 允 空间 相关 的 一 些 空间 类 . 为 了 便于 统一 叙述 , 在 (modk) 网 的 定义 
中 将 or 改 为 由 X 的 某 些 闭 可 数 紧 集 组 成 的 覆盖 , 那么 PD BRA X 的 拟 (modk) 
网 , FEE 网 就 是 o 局 部 有 限 的 闭 拟 (modk) IN. 

定义 B.3.18P9].— X HRP RAX 的 遗传 闭 包 保 持 集 族 , 如 果 对 Hp C 
Pe P, RIR {Hp :Pe 2) BX 的 闭 包 保 持 集 族 . 

定义 B.3.19074| HA o 遗传 闭 包 保持 闭 拟 (modk) 网 的 空间 称 为 Us 空间 ; 
具有 闭 包 保 持 闭 拟 (modk) 网 的 空间 称 为 Bt 空间 . 

空间 地 六 空间 之 X 空间 , 相反 的 斑 涵 关 系 均 不 成 立 . 闭 映 射 保持 D 空 
间 和 2# 空间 . Okuyama 证 明了 对 仿 紧 空间 关 , X HD FAHA X x DO 
空间 . 值得 一 提 的 是 , 半 层 空间 类 中 仿 紧 性 未 必 关 于 可 数 积 封闭 . 在 假设 CH F, 
Michaell283] 构造 了 正则 遗传 Lindelaf 的 半 度 量 空间 , 使 其 自 乘 不 是 正规 空间 . 

开 的 (modk) 网 称 为 (modk) 基 P82]. 1970 年 Lutzer 和 Michael?*?] 证 明了 
X 是 仿 紧 M 空间 当 且 仅 当 外 是 具有 局 部 有 限 (modk) 基 的 正则 空间 . 
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利用 基 的 各 种 形式 的 推广 : 网 ,有 网 , (modk) 网 , (modk) 基 , 得 到 了 一 串 的 广 
义 度量 空间 : cosmic 空间 , o 空间 , 半 层 空间 , 空间 , 2 空间 等 . 这 自然 引起 两 个 
问题 : 

(1) 这 些 空间 类 有 怎样 的 度量 化 定理 ? 

(2) 这 些 空间 类 有 怎样 的 “因子 分 解 ” 定 理 ? 

先 看 度量 化 问题 . 这 里 集中 反映 于 半 层 空间 和 空间 的 度量 化 问题 . 半 层 空 
间 具 有 Gs 对 角 线 , Chaber 证 明了 具有 Gs 对 角 线 的 M. 空间 是 可 度量 空间 . 对 
X 空间 , 主要 探讨 怎样 的 习 空间 是 o 空间 . 这 也 可 以 被 认为 是 o 空间 分 解 定理 的 
一 种 模式 . Siwiec 和 Nagatal353] zz X. T p 网 (当时 称 为 ct 网 ) 和 of 空间 . 

EX B.3.20 X HUE P ER X BU p 网 , MRM r Ay eX, HEP CF, 
使 ze Pcx—{y}. RA o 闭 包 保持 闭 p 网 的 空间 称 为 ot 空间 . 

Shirakils4 证 明了 o 空间 可 分 解 为 正则 375 空间 和 ct 空间 , 并 且 具 有 点 可 
Rp dk) EDU] 空间 是 o 空间 . Burke 和 Lutzer"9 构造 了 不 具有 点 可 数 p 基 的 
Moore 空间 , 否定 了 Reed?” 提出 的 问题 . 

关于 寻求 广义 度量 空间 的 因子 分 解 定理 是 卓有成效 的 . 例如 ， 

(1) o 空间 = 正则 c 半 层 空间 + 型 空间 [268], 

(2) 半 度 量 空间 = 第 一 可 数 空间 + 半 层 空间 041; 

(3) Nagata 空间 = 第 一 可 数 空间 + 层 空间 [79. 

Ceder’! 曾 问 : Nagata 空间 是 否 可 分 解 为 仿 紧 空 间 和 半 度 量 空间 ? Heathi 
在 构造 了 Ceder 问题 的 反例 后 问 : 保持 仿 紧 半 度 量 空间 是 Nagata 空间 的 充 要 条 
件 是 什么 ? LutzerB65 jg SLT k 半 层 空间 . 

定义 也 .3.21 正则 空间 XX 称 为 k 半 层 空间 , 如 果 X 存在 函数 G : Nxr^— 7, 
满足 半 层 空间 的 条 件 , 同时 对 X 的 紧 集 KK MAE H, KnH-se,WWfE 
n € N, f£ K n G(n, H) = Ø. 

Lutzer 证 明了 Nagata 空间 = 半 度 量 空 间 + k 半 层 空间 , 其 实质 是 Na- 
gata 空间 = 第 一 可 数 空间 十 有 半 层 空间 ， 这些 都 没 能 给 出 层 空间 的 分 解 . 
Arhangelskii?4 曾 问 : 怎样 的 cosmic 空间 是 层 空间 ? Heath, Lutzer 和 Zenor!! 
定义 了 单调 正规 空间 , 同时 证 明了 层 空 间 = 单调 正规 空间 + 半 层 空间 , 度量 空间 
= 单调 正规 空间 + p 空间 + Gs 对 角 线 . 

定义 B.3.22 X 称 为 单调 正规 空间 , 如 果 对 X 中 不 相交 的 闭 集 H, F, 存在 
X 的 开 集 D(H, F) 满足 : 

(1) H c D(H, F) c D(A, F) c X — F; 

2)HC H',F > F' > D(H, F) C D(H',F). 
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关于 M; 空间 问题 , Gruenhagel3 和 Junnila!58 独立 地 证 明了 Ms = Mo. 此 
后 , 是 否 Ms 空间 是 M, 取得 了 很 多 进展 . 如 连续 函数 空间 CLP) 是 层 空间 921. 
如 能 证 明 Ci(P) 不 是 Mi 空间 , 则 M; 空间 问题 全 部 解决 . 

B.3.3 Alexandroff 设想 

Alexandroff?l 提出 的 用 映射 对 空间 进行 分 类 的 设想 已 在 许多 具体 的 空间 上 
实现 . 然而 , 这 些 研究 并 不 具有 系统 性 . 1966 F, Arhangelski? 发 表 了 历史 性 
的 文献 “映射 与 空间 ”, 开创 了 用 映射 研究 空间 的 新 纪元 . 它 较 系统 地 总 结 了 一 
般 拓扑 学 发 展 半 个 世纪 来 , 人 们 在 映射 理论 方面 取得 的 重要 成 果 , 更 重要 的 是 对 
如 何 借 助 映射 来 研究 各 式 各 样 的 空间 给 出 了 具体 的 问题 . 由 此 形成 Alexandroff- 
Arhangel’skii 问题 , 其 核心 内 容 是 用 映射 建立 度量 空间 类 与 具有 确定 拓扑 性 质 的 
空间 类 之 间 的 关系 . 这 些 问 题 是 对 一 般 拓扑 学 的 突出 贡献 , 使 映射 与 空间 的 分 类 设 
想 成 为 广义 度量 空间 不 可 分 割 的 重要 组 成 部 分 外. 

从 距离 函数 来 描述 度量 空间 的 角度 看 ,可 度量 性 的 直接 推广 当 推 半 度 量 性 [990 
和 对 称 度量 性 UI, 这 些 是 最 早 的 广义 度量 性 质 . 

GEX.B.3.2304 X 的 集 族 P 称 为 X 的 弱 基 , WRN £E X, HEP, CP 
满足 : 

(Daenm sl. 

(2) U,V eA, > FEW e Pa, (EW CUNY; 

(3)FJé X 的 闭 集 当 上 且 仅 当 对 xeE XX 一 了 ,存在 Pe Fi, 使 FNP= 98%. 

X 称 为 g 第 一 可 数 空间 (或 gf 可 数 空间 ), 如 果 存 在 X 的 弱 基 P, 使 每 一 A, 是 
可 数 的 . 

对 称 度 量 空间 是 9 第 一 可 数 空间 , 而 第 一 可 数 空 间 = 9 第 一 可 数 空间 十 
Fréchet 空间 . 利用 对 称 度量 可 得 到 比 半 度 量 更 广泛 的 度量 化 定理 , 而 且 有 效 地 刻 
画 了 度量 空间 特定 的 商 映 象 , 例如 

(1) X 是 度量 空间 的 商 t HAHHA X 是 满足 弱 Cauchy 条 件 的 对 称 度量 
空间 [204]. 

(2) X 是 度量 空间 的 伪 开 t RAA ELDUS X 是 半 度 量 空间 Ds 07. 

弱 基 作为 基 的 一 种 推广 为 人 们 研究 更 一 般 的 广义 度量 空间 提供 了 一 种 途径 . 
如 , Siwiec??11 利用 弱 基 定义 了 9 可 度量 空间 : 具有 o 局 部 有 限 弱 基 的 正则 空间 . 
1982 年 Foged!!?9] 证 明了 g 可 度量 空间 具有 o 离散 弱 基 , 回答 了 Siwiec 的 问题 . 
2005 年 刘 川 B59 证 明了 9 可 度量 空间 等 价 于 具有 o 遗传 闭 包 保持 弱 基 的 正则 空 
间 , 回答 了 Tanaka 的 问题 . 至 于 具有 o 紧 有 限 弱 基 的 正则 空间 是 否 是 g 可 度量 的 
还 是 一 个 尚未 解决 的 问题 (2921 

研究 度量 空间 的 一 个 有 力 结果 是 度量 性 蕴涵 仿 紧 性 . 作为 度量 空间 重要 推 ) 
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的 可 展 空 间 未 必 是 亚 紧 空间 . 除了 9 可 加 细 性 质 外 , 可 展 空 间 是 否 还 有 与 度量 空间 
相 平 行 的 其 他 覆盖 性 质 ? Arhangel’skii?4] 定义 了 o 仿 紧 空间 . 

定义 B.3.24 X MRA 仿 紧 空间 , WRX 的 每 一 开 履 盖 Z 存在 开 加 细 序 
列 (27,) 满足 : 对 xe XX, 存在 neEN 和 Ue 人 以 ,使 st(x, 人 W)CU. 

在 研究 半 度 量 空 间 时 , McAuley? 发 现 半 度量 性 草 涵 所 谓 的 fF,-screenable 
性 质 : 空间 的 任 一 开 履 盖 存 在 o 离散 的 闭 加 细 . 

Burkel64 建立 了 这 些 性 质 之 间 的 精确 关系 . 

定理 B.3.2b 下 述 条 件 等 价 : 

(1) X 是 o 仿 紧 空间 ; 

(2) X 是 F,-screenable 空间 ; 

(3) X WE- FEAA o 局 部 有 限 闭 加 细 ; 

(4) X 的 任 一 开 覆 盖 有 o 闭 包 保持 闭 加 细 . 

Burke 将 具有 上 述 性 质 之 一 的 空间 称 为 次 仿 紧 空间 . 亚 紧 性 与 次 仿 紧 性 是 互 
不 蕴涵 的 , 而 次 仿 紧 空间 是 9 可 加 细 空 间 . Burkel65 和 Katutal99 jg]: -FA 
HAA o 热 状 加 细 的 空间 是 否 是 次 仿 紧 空 间 ? 1978 年 Junnila!59] 肯定 地 回答 了 
这 一 问题 . 

REDZ p 空间 刻画 了 度量 空间 的 逆 紧 逆 象 , 但 是 Arhangelski? 已 说 明 p 
空间 未 必 是 可 展 空间 的 逆 紧 逆 象 . 与 此 相关 , Arhangel'skii!9 引进 了 严格 p 空间 . 

定义 也 .3.26 ”完全 正则 空间 X 称 为 严格 p 空间 , 如 果 OX 中 存在 覆盖 X 的 
开 集 族 的 序列 {YY}, 满足 p 空间 的 条 件 , JF HOS x € X,n € N, HE m € N, 使 
st(z, Ym) C st(x,%p). 

严格 p 空间 严格 地 强 于 p 空间 . Burkel9 证 明了 6 可 加 细 的 p 空间 是 严格 p 
空间 .Burkel69| 提出 问题 : 严格 p 空间 是 否 是 9 可 加 细 空 间 ? 1986 年 江 守 礼 U59] 
肯定 地 回答 了 这 一 问题 . 另 一 方面 , 可 展 空间 的 完全 正则 道 紧 首 象 是 次 仿 紧 的 p 空 
间 , Isiwatal 9] 构造 例子 说 明 其 逆 命 题 是 不 正确 的 , 并 描述 了 可 展 空 间 的 逆 紧 逆 
Z. Suzuki? 刻画 了 o 空间 的 逆 紧 逆 象 . 

仿 紧 空间 的 闭 映 象 是 仿 紧 空 间 , 但 是 度量 空间 的 闭 映 象 却 未 必 是 度量 空间 . 
Arhangelskii24 ja]: 度量 空间 的 闭 映 象 具有 怎样 的 内 部 特征 ? LasnevEI3 首先 研 
究 了 这 个 问题 , 后 人 称 度量 空间 的 闭 映 象 为 Lasnev 空间 .， Slaughter’! 证 明了 
Lasnev 空间 是 M; 空间 . 遗传 闭 包 保持 集 族 (定义 B.3.18) 正 是 Lagnerv 在 研究 度 
量 空间 闭 映 象 问 题 时 引进 的 . 他 将 度量 空间 的 闭 映 象 刻画 为 具有 和 遗传 闭 包 保 持 履 
盖 的 几乎 加 细 序 列 组 成 网 的 Fréchet 空间 . 这 个 刻画 中 重要 的 是 遗传 闭 包 保持 概 
念 的 提出 . 如 , Morita 和 RishelB06 用 Lasnev 的 方法 给 出 ( 仿 紧 ) M. 空间 闭 映 象 的 
特征 ; Okuyamal4) 的 2 空间 是 以 遗传 闭 包 保持 集 族 为 基础 建立 的 . 更 为 有 趣 的 
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Æ, Burke, Engelking 和 Lutzer4 建立 了 一 个 新 颖 的 度量 化 定理 . 

定理 B.3.27 (Burke-Engelking-Lutzer 度量 化 定理 ) X 是 可 度量 空间 当 且 仅 
当 X 是 具有 遗传 闭 包 保 持 基 的 正则 空间 . 

道 紧 映射 保持 可 度量 性 . 逆 紧 映射 也 保持 仿 紧 M 空间 . 但 是 逆 紧 映射 未 必 保 
持 M 空间 02], 

定义 也 .3.28074 X 称 为 M* 空间 , 如 果 存 在 X 的 局 部 有 限 的 闭 覆 盖 列 F} 
满足 : OX 的 点 x 及 序列 {a}, 若 x; € stle, Fi), 那么 (z;) YE X PARA. 

Morita, Rishell?99] 和 Nagatal?!3] 都 证 明了 M 空间 的 逆 紧 映 象 恰好 是 M* 空 
间 . 如 果 将 M* 空间 定义 中 的 “局 部 有 限 ” 换 为 “ 闭 包 保 持 ”, 那么 所 描述 的 空间 是 
Siwiec 和 Nagata?! 定义 的 Mt 空间 . Morita 和 Rishel806] 提出 的 是 否 Mt 空间 
是 M* 空间 这 一 问题 至 今 尚 未 解决 . 

以 上 , 侧重 讨论 空间 的 闭 映 象 . 对 空间 的 开 映 象 的 研究 同样 触发 了 广义 度量 空 
间 许 多 深刻 的 工作 . 最 著名 的 是 Arhangelski 的 MOBI 类 和 MichaelPs5l 的 五 
种 商 映 射 . 

定义 B.3.29 MOBI 类 是 满足 如 下 两 个 条 件 的 极 小 空间 类 : 

(1) 度量 空间 属于 这 个 类 ; 

(2) 这 个 类 关于 开 紧 映射 封闭 . 

一 个 至 今 尚 未 解决 的 问题 : MOBI 类 具有 怎样 的 内 部 特征 ? 第 一 个 实质 性 的 
进展 应 是 Bennett/9 的 定理 . 

定理 B.3.30 X 属于 MOBI 类 当 且 仅 当 存 在 度量 空间 M 和 开 紧 映射 的 有 
RÆ {fi Ja fah, IEX = fn 0 fi1…o 有 (MM). 

Bennett 定理 建立 了 MOBI 类 、 度 量 空间 类 以 及 开 紧 映射 类 这 三 者 之 间 的 
一 个 精细 关系 . 20 世纪 70 至 80 年 代 的 20 年 间 , 人 们 研究 MOBI 类 无 一 不 是 从 
Bennett 的 定理 作为 一 个 基点 . 由 此 可 知 , MOBI 类 中 的 空间 具有 点 可 数 基 P4. 经 
过 一 系列 工作 , Arhangelski 当年 提出 的 问题 大 都 被 否定 回答 . 如 ,Chaberls6l 证 
H T MOBI 类 中 的 空间 既 可 以 不 是 弱 9 可 加 细 空 间 , 又 可 以 不 是 ot 空间 . 但 是 逆 
紧 映 射 是 否 保持 MOBI 类 , 完全 正则 的 亚 紧 空间 是 否 是 仿 紧 空间 的 开 紧 映 象 等 还 
是 尚未 解决 的 困难 问题 281. 

商 映 射 是 一 类 较 弱 的 映射 类 , 所 以 度量 空间 特定 的 商 映 象 备 受 关注 .如 ， 
Arhangel’skii?4) 提出 寻求 度量 空间 的 商 s 映 象 的 内 在 刻画 ; Michael 和 Nagamil289] 
问 度量 空间 的 商 s 映 象 是 否 是 度量 空间 的 紧 履 盖 的 商 s 映 象 ? 前 一 问题 
Hoshinal97, Gruenhage, Michael 和 Tanakall43 给 出 不 同 的 回答 , 后 一 问题 陈 
TRIB 157. s 否定 回答 . 对 开 映射 的 推广 , 除了 前 面 提 到 的 商 映 射 和 伪 开 映射 ， 
还 有 Hájekl^7. Michaels! 定义 的 双 商 映射 , SiwiecB359 定义 的 可 数 双 商 映射 . 
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MichaelP55| 的 综述 报告 总 结 了 20 世纪 50 FRE 70 年 代 初 的 工作 , 系统 化 了 局 
部 紧 度量 空间 、 局 部 紧 仿 紧 空间 、 可 分 度量 空间 、 度量 空间 、 仿 紧 M 空间 和 M 空 
间 在 开 映 射 、 双 商 映 射 、 可 数 双 商 映射 、 伪 开 上 映射 和 商 映 射 下 的 特征 , 并 且 用 这 些 
空间 类 与 映射 类 刻画 了 弱 第 一 可 数 空间 类 . 

下 面 以 和 定理 为 例 说 明 映 射 理论 的 一 个 应 用 . 和 定理 讨论 的 内 容 是 , 在 什么 条 
件 下 被 加 项 的 哪些 拓扑 性 质 能 转移 到 它们 的 和 空间 上 ? BY, Be X = Uca Xa, 其 
中 X 的 子 空间 X 具有 拓扑 性 质 D, 在 什么 条 件 下 , X 也 具有 性 质 B? 这 方面 最 
简单 、 最 原始 的 叙述 应 该 是 Alexandroff 和 Urysohn!®§) 给 出 的 问题 : 如 果 紧 空间 X 
可 表 为 两 个 具有 可 数 基 空 间 的 并 , 那么 X 是 否 具 有 可 数 基 ? Smirnov 对 更 一 般 
的 可 数 和 情形 给 出 这 个 问题 肯定 的 回答 . Stone 994. 研究 了 度量 空间 的 和 定理 , 说 
明 对 和 定理 主要 是 探讨 “ 开 和 定理 ”与 “ 闭 和 定理 ”. 

早期 和 定理 的 研究 一 般 是 对 个 别 的 拓扑 性 质 进行 讨论 的 . 从 Hodell! 开始 ， 
人 们 认识 到 映射 、 空 间 及 拓扑 性 质 之 间 的 内 在 联系 , 借助 映射 作为 手段 来 研究 和 定 
理 已 成 为 一 种 趋势 , 这 也 充分 说 明了 映射 方法 在 一 般 拓扑 学 中 的 重要 性 . 

定义 B.3.31 称 拓扑 性 质 o 满足 点 有 限 开 和 定理 , {Xalac 是 空间 X 的 
点 有 限 开 覆盖 , 如 果 每 一 XX。 具 有 性 质 ©, 则 X 也 具有 性 质 ©. 

Tanaka?) 首先 讨论 了 o 空间 的 点 有 限 开 和 定理 . Gittings’ 研究 了 点 有 
限 开 和 定理 , 证 明了 对 拓扑 和 保持 的 拓扑 性 质 更 , 车 有 限 到 一 的 开 映 射 保持 o, 则 
o 满足 点 有 限 开 和 定理 . 

定义 B.3.32 KP 是 一 集 族 性 质 , 称 拓扑 性 质 o 满足 多 闭 和 定理 , 如 果 
{Xa}aes 是 空间 X 的 具有 性 质 A WHEN, HR XS KAHER S, 则 X 具有 
性 质 o. 

当 讨 论 的 集 族 性 质 多 分 别 为 可 数 、 局 部 有 限 、 遗 传 闭 包 保 持 、 闭 包 保 持 时 ， 
相应 的 和 定理 依次 称 为 可 数 闭 和 定理 、 局 部 有 限 闭 和 定理 、 遗 传 闭 包 保持 闭 和 定 
理 以 及 闭 包 保持 闭 和 定理 . 对 闭 和 定理 研究 的 推动 力 之 一 是 Tamanol369 的 问题 : 
仿 紧 性 是 否 满足 闭 包 保持 闭 和 定理 ? Potoczny[339 构造 了 非 仿 紧 空 间 , 具有 由 有 
限 集 组 成 的 闭 包 保持 覆盖 . 

闭 和 定理 与 映射 的 关系 由 下 述 定 理 揭 示 . 

定理 B.3.33 设 8 是 关于 拓扑 和 保持 的 拓扑 性 质 . 

(1) 车 有 限 到 一 的 闭 映射 保持 ©, 那么 © 满足 局 部 有 限 闭 和 定理 ; 

(2) 车 闭 映射 保持 D, 那么 B 满足 遗传 闭 包 保持 闭 和 定理 . 

比 遗传 闭 包 保持 集 族 更 一 般 的 概念 是 Moritalaoo 引进 的 控制 族 的 概念 . 

定义 B.3.34 dx 2 Jé X NAB, 称 X S 所 控制 , WRX 的 子 集 2 
是 X 的 闭 集 当 且 仅 当 存 在 儿 的 子 集 A, HDA RaZ 且 对 Pe2,PnZ 是 


B.3 形成 时 其 . 917- 


X 的 闭 集 . 

Morita 提出 了 对 怎样 的 拓扑 性 质 满足 控制 和 定理 的 问题 , 并 且 证 明了 正规 性 
等 一 些 拓扑 性 质 满足 控制 和 定理 . Singal 和 Arya 研究 了 一 般 性 的 控制 和 定理 ， 
以 及 粘着 空间 的 和 定理 . 

B.3.4 g 函数 

1955 年 Wisconsin 集 论 拓扑 会 议 上 , McAuley?) 提出 问题 : 寻求 半 度 量 空间 
的 纯 拓扑 特 征 ? Browni92 th fa), 半 度 量 空间 成 为 可 展 空间 应 附加 怎样 的 拓扑 性 质 ? 
1962 年 Heath!?9! 引入 了 一 种 集 值 函数 , 后 来 人 们 称 之 为 9 函数 , 给 上 述 两 问题 以 
满意 的 回答 . 

定义 B.3.35 W X Jé— "HH MM: N x X — c FK g 函数 , 如 果 对 
r€ X,n EN, fi x € g(n4- 1,2) C g(n,x). 

重要 的 是 Heath 使 用 9 函数 的 开拓 性 方法 . 在 解决 McAuley 问题 以 及 Brown 
问题 之 后 , Heath!) 用 9 函数 刻画 了 层 空间 和 o 空间 , 进而 证 明了 层 空间 是 o 空 
间 , 解决 了 Arhangelski? 提出 的 问题 , 显示 了 9 函数 的 功力 . 

为 讨论 具有 Gs 对 角 线 空间 的 度量 化 问题 , Borges") 引进 了 可 展 空 间 的 一 
种 推广 空间 : wa 空间 . 为 探索 可 展 空间 , wa 空间 和 半 层 空间 之 间 的 精确 关系 ， 
Hodel!92] 定义 了 o 空间 , 证 明了 可 展 空 间 = wA 空间 + a Z. Hodell! 还 
定义 了 8 空间 以 推广 wa 空间 和 半 层 空间 , 证 明了 半 层 空间 = 8 空间 + o 空间 . 
为 研究 M 空间 的 度量 化 问题 , Ishii) 引进 了 Mt 空间 的 推广 空间 : wM 空间 . 
Ishii’) 提出 的 下 述 问题 至 今 尚未 解决 : 具有 Gs 对 角 线 的 wM 空间 是 否 是 可 度 
量 空 间 ? 

Hodelne3l 定义 了 wN 空间 作为 wM 空间 和 Nagata 空间 的 推广 , 证 明了 度量 
空间 = 可 展 空间 十 wN 空间 . Hodell 还 定义 了 wy 空间 和 0 空间 等 , 证 明了 
wM 空间 = wy 空间 + wN 空间 , 可 展 空 间 = 半 层 空间 + 0 空间 . 下 述 定 义 列举 
了 一 些 由 5 函数 描述 的 空间 . 

定义 B.3.36 设 9 是 空间 X 的 g 函数 . 考虑 附加 条 件 : 

(1) p € g(n, zn), g(n, Zn) N g(n, Yn) E D, Yn € g(n, En) > {tn} ARA; 

(2) g(n, p) N g(n, an) # Ø > {an} ARM; 

(3) p € g(n, n) > {tn} BRA; 

(4) Yn € g(N, p), En € g(n, Yn) > {tn} AR; 

(5) (p, tn} C g(n, Yn), Yn € g(n, p) => {tn} ABER; 
) 
) 


Tn € g(n, p) — {tat ARA; 
{p, Zn} C g(n, Yn) = 1258] HX. 
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满足 上 述 附加 条 件 的 空间 依次 称 为 wM 空间 , wN 空间 , 6 空间 , wy 空间 , wô 
空间 , q 空间 和 wA 空间 . 如 果 将 附加 条 件 中 的 “{zn} ARA, RAS (ms) 收 
AF p^, 那么 所 得 到 的 空间 依次 是 度量 空间 , Nagata 空间 , 半 层 空间 , y 空间 , 0 空 
间 , 第 一 可 数 空间 或 可 展 空 间 的 等 价 定义 或 定义 . 上 述 附 加 条 件 均 指 满足 一 定 条 件 
的 序列 有 聚 点 , Housel68 称 这 类 空间 为 广义 可 数 紧 空间 . 利用 这 种 想法 , 可 通过 
空间 的 覆盖 列 产生 广义 度量 空间 类 . 

定义 B.3.37 K{Y,} 是 空间 的 开 和 覆盖 列 . 考虑 附加 条 件 : 

(1) £n € st(p, Yn) > {tn} ARA; 

(2) 2,4, 星 加 细 Yn, HA £n € st(p, Yn) > {an} ABA; 

(3) £n € st?(p, Yn) > {tn} ARA. 

满足 上 述 附 加 条 件 的 空间 依次 是 WA 空间 , M 空间 和 wM 空间 . 如 果 将 附加 
条 件 中 的 “{zn*} 有 聚 点 ”加 强 为 “{zn} KAF p^, 那么 所 定义 的 空间 依次 是 可 展 
空间 , 度量 空间 , 度量 空间 . 

与 9 函数 相关 的 覆盖 族 是 CWC 函数 概念 . 它 在 度量 化 问题 中 发 挥 着 独特 的 
VERI. 

定义 B.3.38053] 设 X 是 一 空间 , Bg: Nx X — A(X) (X. WB) 称 
ACWC MRM, MEM re X,n EN, Axeg(nt+1,z) Cg(n,xz), HU Er 4A 
仅 当 对 ze U, FE n € N, fé g(n,x) CU. CWC 函数 也 称 为 弱 基 g 函数 0901. 

1965 ~ 1975 年 是 广义 度量 空间 造 勃 发 展 的 10 F, 尤其 是 1975 fF Burke 和 
Lutzer[ 的 综述 报告 “广义 度量 空间 理论 的 最 新 进展 ", 宣告 了 广义 度量 空间 理 
论 的 形成 , 确立 了 该 理论 在 一 般 拓 扑 学 中 的 地 位 . 1971 年 在 荷兰 创刊 的 “General 
Topology and its Applications", 和 1976 在 美国 创刊 的 “Topology Proceedings" 
都 充分 反映 了 这 种 趋势 . 显著 的 标志 是 为 了 解决 黄 基 时 期 所 形成 的 四 类 问题 , 极 
大 丰富 了 广义 度量 理论 , 同时 也 产生 了 许多 吸 待 解决 的 新 问题 . Big-Nagata- 
Smirnov 度量 化 定理 的 激发 及 基 的 推广 产生 的 种 种 概念 的 有 机 结合 , 汇 成 一 股 洪 
流 把 广义 度量 空间 的 研究 推 向 高 潮 . Siwiec 和 Nagata? 关于 o 空间 的 特征 定理 ， 
Nagamils09] KFAR E 空间 的 可 数 积 定理 以 及 其 后 Foged 19. 关于 对 空间 的 刻 
画 , 构成 这 些 重要 进展 中 的 精彩 篇 章 . 通过 对 Alexandroff 设想 的 系统 研究 , 映射 
己 在 一 般 拓扑 学 的 大 舞台 扮演 重要 的 角色 , 它 与 许多 经 典 方法 结合 形成 空间 理论 
研究 中 必 不 可 少 的 手段 向 ， Arhangelskii24 在 “映射 与 空间 ”中 的 精辟 论点 及 深 
刻 问题 , MichaelP55] 关于 五 种 商 映 射 的 全 面 描述 , 成 为 一 般 拓扑 学 继续 向 前 发 展 
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